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A-SITUATION D’APPRENTISSAGE

Trois éléves d’une classe de premiére D font des recherches sur les hydrocarbures. 1ls découvrent le
texte suivant :

« Un mélange de méthane, d’acétyléne et d’oxygene est introduit dans un eudiomeétre. Le mélange
initial occupe un volume de 70 cm3. Apres le passage d’une étincelle, il se produit une réaction. Au
retour dans les conditions normales, il reste dans 1’eudiométre 30 cm3 de dioxyde de carbone et 10 cm3
d’oxygene ».

Impressionnés par les résultats de cette expérience, ils veulent déterminer les volumes respectifs des gaz
qui composent le mélange initial.

Pour cela, ils décident d’apprendre a résoudre des systémes d’équations dans R3,



B- CONTENU DE LA LECON

I. SYSTEMES DE DEUX EQUATIONS LINEAIRES DANS R?
1) Définition
On considére un systeme (S) de deux équations du premier degré a deux inconnues (x; y):
(S) { ax+ by =c

) - , ola,b,ca,betc’ sontdes nombres réels.
ax+b'y=c
On appelle déterminant du systéme (S), le nombre réel ab’ — a'b. On le note :|Z, ll;’

Exemple
2x+3y =1

12 3
5x+y=OeSt'|5 117713

Le déterminant du systéeme(S) :{

2) Propriété
On considére un systeme (S) de deux équations du premier degré a deux inconnues (x; y):

(ax+by=c . oo
S) .{a,x + by = OU(@b) % (00 et (@,b) # (0,0)
Le systéme (S) admet une unique solution si et seulement si |Z, £,| # 0.

Remarque
Le systeme (S) n’admet pas de solution ou admet une infinité de solutions si et seulement si |2, II;" = 0.

EXERCICE DE FIXATION
Pour chacun des systemes ci-dessous, détermine le nombre de solutions.

(x+2y—-5=0 (3x+15y+2=0
(51)'{3x—y+2=0 ' (SZ)'{2x+10y—6=0 '
Solution

det(S;) = |; B i| =1x(—1)—3x2=-7+0,donc (S;) admet exactement un couple de solutions.

3 15
det(S,) = |2 I~

admet une infinité de couples solutions.

=3X10—-2x15= 0. Soit (S,) n’admet pas de couples solutions, soit (S;)

3) Résolution d’un systéme de deux équations linéaires dans R?

Méthode
Un systéme de deux équations linéaires dans R?, peut se résoudre :
- Parlecalcul al’aide de la substitution, de la combinaison ou du déterminant.

- Graphiguement.
Exemplel : Par le calcul al’aide du déterminant
Résous les systémes d’inconnue (x; y) dans R? :

(3x+15y+2=0
? (51)'{2x+10y—6= 0

Le déterminant du systéme est : le couple (_ z, 0) vérifie I’équation
D=3 **|=3x10-2x15 =0 ; : :
2 10 3x + 15y + 2 = 0 et ne vérifie pas I’équation




Donc le systéeme (S;) admet zéro solution ou
plusieurs solutions.

2x + 10y — 6 = 0. Donc (S;)n’admet aucun
couple solution.

(x+2y—-5=0
DICAT S AP
Le déterminant du systeme est : D, =
-1 2|= -
D=|; 2|=1x(-1)—-3x2=-7 D,

Donc le systéeme (S,) admet une seule solution.

Dy -1 _1
|5, Al=—-1ldoncx==2===-.

DD _Z7 717
1 5 =Y - __7
|3 _2|_ 17 doncy = L=—==,

L’unique couple de solutions de (S,) est (l ; E).

7’ 7

Synthese : Cas général

)_{ax+by=c
lax+by=c

a

0l (a,b) # (0,0) et (a,b) # (0,0). On pose D = |, £,|

Lorsque le déterminant D = 0, le systeme admet une unique solution. On calcule D, = |Cc ll))'| et

_l|]a c . _ Dy __ Dy
Dy_la' c,| puis x = — ety = rx

Exemple 2 : Graphiquement, résous le systéeme (S): {

X

+2y—-5=0
x—y+1=0"

Dans un repere orthonormé (O, 1, J), on trace les droites
(D) et (D’) d’équations respectives
x+2y—5=0etx—y+1=0puison litles
coordonnées du point d’intersection des droites.
(D) et (D’) sont sécantes en A et A(1; 2) . Lasolution
du systeme est (1; 2).

(D)

(D)

1) Définitions

¢ On appelle systeme linéaire de trois équations du premier degré a trois inconnues (x; y; z), un systéeme du

ax+by+cz=m

type :
ax+b'y+cz=m"

Un systéme triangulaire d’équations dans R3 est

SYSTEMES DE TROIS EQUATIONS LINEAIRES DANS R3

ax+by+cz=m ol ab,ca,b,c,a’ b" ", m m'etm"sont des nombres réels.

ax+by+cz=m

unsysttmedutype s by+cz=m’

"

czZ=m

ol a,b,c, b, ¢c’,c’,m,m'et m"sont des nombres réels.

Exemples
x+2y—z=-1
S){2x+3y+z=0
x+y+2z=3

(5)

x—y+3z=2
2y +4z=0
3z=6




2) Résolution d’un systéme de trois équations linéaires dans R3

Méthode
Pour résoudre un systéme de trois équations linéaires dans R3, on peut utiliser I’une des méthodes
suivantes :

- Par substitution ;
- Par la méthode du Pivot de Gauss.

a) Par substitution

Exemple
x—2y—3z=-9
Résous le systeme suivant par la méthode de substitution :(Y;;) {Zx +5y—3z2=0

x+y+2z=9

x—2y—3z=-9 x=2y+3z-9 x=2y+3z—-9
{2x+5y—32=0@{2(2y+32—9)+5y—32=0=}{ 9y +3z =18
x+y+2z=9 2y+3z—-9+y+2z=9 3y+5z=18

3y+z=6 z=6-—3y z=6-—3y z=23

x=2y+3z—-9 x=2y+3z—-9 x=2y+3z—-9 y=1
3y+5z=18 3y+5(6—-3y)=18 —12y = —12 x =2

Donc : Sgxrxr = {(2;1;3)}

b) Par la méthode du pivot de Gauss

Exemple
x—=5y—-7z=3
Résous le systeme suivant par la méthode de pivot de Gauss : (3,) { 5x +3y+z=3
3x+y—2z=-1
x—5y—7z=3(L,)
5x +3y+z=3(Ly)
3x+y—2z=-1(L3)
x—5y—7z=3 (L)
= 0+ 28y+36z=-12 (L) = (L) — 5(L,)
0+16y+19z=-10 (L3) = (L3) —3(Ly)
x—5y—-7z=3 (L)
= 14y +18z=—-6 (L)
16y + 19z = —10 (L3)
x—5y—-7z=3 (L)

PN 14y + 18z = —6 (L)
0—22z=—44(L";) = 14(L3) — 16(L%,)
z=2

=4y = -3
x =2

Donc : Spxrxr = {(2; —3;2)}



C- SITUATION COMPLEXE

On propose un jeu a trois groupes d’éleves d’une classe de premiére D.

A ce jeu, les groupes peuvent solliciter une personne ressource. Le probleme poseé est le suivant : « un
fermier éléve des canards, des lapins et des dromadaires. Il compte le nombre de pattes de ses canards, de
ses lapins et de bosses de ses dromadaires. Il trouve 130. Il compte le nombre de tétes de ceux-ci, et il
trouve 46. Il compte ensuite le nombre d’oreilles des lapins et des dromadaires et trouve 38. Enfin, le
fermier affirme avoir dénombré au moins 16 lapins et souhaite déterminer le nombre d’animaux de
chaque espéce. »

Tu es la personne ressource sollicitée, A L’aide de tes connaissances mathématiques aide ce fermier.
Corrigé

Pour résoudre ce probléme nous allons utiliser la legon : systémes d’équations linéaires
dans R? et dans R3 pour cela nous allons :
- Traduire le probléme en un systeme de 3 équations
- résoudre ce systeme et
- déterminer le nombre de canards de lapins et de dromadaire

Mise en équation : soit x le nombre de canards, y celui des lapins et z le nombre de lapins.
Ona: 2x+4y+z=130 , Xx+y+z=46, 2y+2z=38 et y>16

2X+4y+1z=130

X+Yy+z=46

y+z=19

y>16

Ce qui nous conduit au systéme suivant :

Ontrouve x=27, y=19, z=0
Donc ce fermier a 27 canards, 19 lapins et 0 dromadaire.

D- EXERCICES

Exercice 1

Calcule le déterminant de chacun des systéemes suivants, puis indique le nombre de solutions du systéme.
2x +3y =2 3x —y=1 2x — 2y =+/2

S { ; (S { (S

(S1) x+2y=-3 (S2) 6x — 2y = —1 ( 3){2,5_2\/53;:_2

Corrigé

23
o det(Sl)z‘l2‘=2x2—1x3:4—3=1 (S1) a une solution unique.

3
. det(Sz)z‘G

o= 3x(-2)—-6x(-1)=—6+6=0  (S2) n’a pas de solution car (1 ;-2) est solution

de la premiére équation mais pas solution de la deuxieme équation.



J2 -2
2-22

solution de la premiére équation mais pas solution de la deuxiéme équation
Exercice 2

o det(S;)= =\/§x(—2\/§)—2x(—2)=—4+4=0 (S3) n’a pas de solution car (1;0) est

Résous dans R? les systémes ci-dessous en utilisant :

1) La méthode de substitution ;
2) La méthode de combinaison.

2x+3y =2 3x—-y=1 —\2x+y=+3
SO oy -3 S {sn 2 = 1 ’(53){295_@:_@’
Corrigé
2X+3y =2
) (Sl){x+2 y——3 )
y= (Lz)

Résolution par substitution :

De (L,)ona x=-3-2y (L',). On remplace x par -3-2y dans (L,) on obtient

2(—3—2y)+3y =2 soit y =—8 on calcule x en remplacant y par -8 dans (L'z)on trouve x=13.
La solution du systéme est le couple : (13;-8)

Résolution par combinaison :
(L'2)=(L1)—2(L2):3y—4y:2+6

y =-8
On remplace y par -8 dans (L, ) ; on trouve x =13.
La solution du systéme est le couple : (13;-8)

3x-y=1 (L)
(52) {Sx -2y =-1 (L)

Résolution par substitution

3x—y=1 y=3x-—1 y=3x-—-1
(52){5x—2y=—1(={5x—2(3x—1)=—1=){5x—2(3x—1)=—1
y=38
(:){x=3

La solution du systeme est le couple : (3 ,8)

Résolution par combinaison :
(Lg) =_2L1+L2 <=>X=3
On remplace x par 3 dans (L,) ; on trouvey = 8.

La solution du systéme est le couple (3 ,8)

—V2x+y =13

(53) {Zx — \/Ey =6

Det(S;) = 0 et le couple (0,/3) est solution de des deux équations donc (S5) a une infinité de solution



Exercice 3

3) Résous dans R3 les systemes a) b) c) ci-dessous en utilisant La méthode de substitution et d) e) et
f) par la méthode du Pivot de Gauss ;

x+2y4+z=8 2x+y—4z=4 xX+y=5
a){—Sy—Zzz—lZ ; b){3x+2y=—5 ;0 0) {y+2=1
—22z = —66 5 +8y=1 x+z=-8
x—5y—-7z=3 2x+y+z=1 x+y—2z=1
d){5x+3y+z=3 ; e){ 2x+3y—z=6 ; f){x—2y+7z=1
3Ix+y—2z=-1 —x+2y+2z=-1 —2x+y+z=1
Corrigé

—3y—-2z=-124{-3y=2z—-12 < y =2 y =2 Donc:
—22z = —66 z=3 z=3 z=3
Srxrxr = {(1;2;3)}

x+2y+z=28 x=-2y—z+8 x=-2y+5 x=1

( 1
z=-(2x —4 1 -11
2x+y—4z=4 4( ty—4) z=-02x+y—4) z7=—
b) { 3x+2y=-5 & 1 . 4 . 4
S5x+8y=1 y=§(—3x—5) y==7 y=-1
x=-3 x=-3

5x +4(—-3x—-5)=1

11
SRxRxR = {<—32 -1;- T>}

x+y=>5 xX=5-y x=5-y (z=-6

c) {y+z=1 (:){ z=1-y <:>{Z=1—y<:>{y=7

x+z=-8 5-y+1—-y=-8 y=7 x==2
Srxrxr = {(—2;7;—6)}

x—=5y—-7z=3 (L)
d){ 5x+3y+z=3(L;y)
3x+y—2z=-1(L;3 )

x—5y—-7z=3 (L)
On élimine x dans (L,) et (L; ) onobtient{ —28y—36z=12 (5L — L,) (L3)
—16y — 192 = 10 (3L; — L3 )(Ly)
On élimine y dans (L3) et(L,) on obtient

x—=5y—7z=3 (L) x=2

-7y —9z =13 Sy =-3

z=2 z=2

Srxrxr = {(2;=3;2)}



2x+y+z=1 —x+ 2y +2z=-1(Ly)
e)] 2x+3y—z=6 << 2x+3y—z=6(L,)
—x+2y+2z=-1 2x+y+z=1(L3)
—x+2y+2z=-1 (L)
On élimine x dans ( L,) et (L; ) on obtient 7y+3z=4 (2L1+ Ly) (Ly)
5y +5z=—-1 (2L + L; ) (Ls)

3
—x+2y+2z=1 (L) [x=3

On élimine y dans (L3) et(L,) on obtienty 7y +3z =4 (L) Sy = %
—20z = 27 (7Ls) — 5(L,) I

3 23 27
SRxRXR = KE%‘ ‘ﬁ}

x+y—2z=1(Ly) x+y—2z=1(Ly) 3y 37 =0
ix—2y+7z=1(L,;) &) {3y—-3z=0(L; - L, & {Sy —3,=0 n’a pas de solution donc
—2x+y+z=1(Ls) 3y —3z=3 (2L, — Ls y

le systeme n’a pas de solution

Exercice 4
Le plan est muni d'un repére (O, 1, J).
Détermine une équation de la parabole dont la courbe représentative passe par les points :

A ) 3

a()im(2) ecc(3)

Corrigé

L’équation de la parabole est de la forme :y = ax® + bx + C et passe par les

points A ((1)) ;B (_25) et C (_312) donc on a le systeme suivant :

a+b+c=0
4a+2b+c=-5
9a+3b+c=-12
La résolution de ce systeme par substitution ou par pivot de Gauss nous donne a=—1 .b=—2 et c=3

Exercice 5

Le plan est muni du repere (O, I, J). On donne les points :
A(2;6),B(=3;1),C(7;=2); D(4;0),E(—4;4) et F(11; —1).

Les droites (AB), (CD) et (EF) sont-elles concourantes ? Justifie ta réponse.

Corrigé
(AB):x—y=—4; (CD):2x+3y=8; (EF):x+3y=8

X—y=-4

41 . X—y=-4 ) . .
(——;—6J est solution de (s,) y , mais pas solution de (s,): par conséquent, les
5 5 2X+3y =8

2x+3y =8
droites (AB), (CD) et (EF) ne sont pas concourantes.

Exercice 6



Détermine un nombre de trois chiffre sachant que :
e Lasomme des chiffres est égale a 14 ;
e Sion permute le chiffre des dizaines et celui des centaines le nombre augmente de 180 ;
e Sion permute le chiffre des unités et celui des centaines le nombre diminue de 297.
Corrigé
Mise en équation : soit x le chiffre des unités, y celui des dizaines et z le chiffre des centaines.
o X+y+z=14
o y-—7=2
e —X+2z=3
x+y+z=14(L,)
Les chiffres de ce nombre sont solution du systéme suivant : (s) Hy—-z= 2(L2)

—x+2=3(L,)
Résolution du systéeme :
De (L,) ona: z=x+3 onremplace z par x+3 dans (L,) et (L,). On obtient le systeme suivant :

(Sz)_{X—y=—5(L'l)

: ontrouve:x=2, y=7, z=5.Lenombre cherché est572.
2x+y=11(L")



