SECONDAIRE A . .
Tle D COTE D’IVOIRE — ECOLE NUMERIQUE

MATHEMATIQUES

THEME : FONCTIONS NUMERIQUES

Durée : 14 heures Code :

Lecon 3: DERIVABILITE ET ETUDE DE FONCTIONS

A.SITUATION D’APPRENTISSAGE

En visite dans une usine de fabrication et de commercialisation de sachets de poudre de cacao des
¢léves d’une classe de Terminale D recoivent les informations suivantes :

« La capacité journaliére de production de I’usine est comprise entre 1 000 et 5 000 sachets. Toute
la production journaliere est commercialisée. Une étude a révélé que le bénéfice journalier, exprimé
en millions de francs CFA, réalisé pour la production et la vente de x milliers de sachets est

modélisé sur I’intervalle [1 ; 5] par la fonction B définie par : B(x) = —§x3 + 9x + 2 ».

Le Directeur de 1’usine veut accroitre le bénéfice de I’entreprise. N ayant pas de personnel qualifié,
il demande aux éleves le nombre de sachets a produire en un jour, a I’unité prés, pour que
I’entreprise réalise un bénéfice maximal. D¢s leur retour en classe, les €léves s’organisent pour
répondre a la préoccupation du Directeur.

B. CONTENU DE LA LECON

| - DERIVABILITE

1 Dérivabilité a gauche-dérivabilité a droite d’une fonction en un point
a) Propriété et définition
e Une fonction numérique f définie sur un intervalle ouvert K est dérivable a gauche en un
f(x)—f(xo)
P

X0

nombre réel x,de K si et seulement si lim
X—=Xo

<
Dans ce cas, cette limite est appelée nombre dérivé de f a gauche en X, et se note f;"(x,).

existe et estfinie.




La demi-droite passant par le point M(x,, f (x,)) et de coefficient directeur f,'(x)est
appelée demi-tangente a gauche au point M(x,, f (x,))
e Une fonction numérique f définie sur un intervalle ouvert K est dérivable a droite en un
fO)~f(x0)
X=X

nombre réel x, de K si et seulement si lim existe et estfinie
—Xo

>
Dans ce cas, cette limite est appelée nombre dérivé de f a droite en x, et se notef,;'(x,).

La demi-droite passant par le point M(x,, f(x,)) et de coefficient directeur f,;(x,) est
appelée demi-tangente a droite au point M(x,, f (xo)).

Exercice de fixation

Soit la fonction f définie sur R\{0; 2}
1
x-2

Vx € ]—00;0[ U ]0; 1], f(x) =
vx € [1;2[ U ]2; +oof, f(x) = 71

et (C) sa courbe représentative donnée ci- contre

dans le plan muni d’un repére orthonormé
(O, 1, ).

®

1. Etudie la dérivabilité de f a gauche et a droite
enl
2. interpréte graphiguement les résultats.

3. Trace les demi-tangentes a (C) au point
d’abscisse 1.

Solution
1.0Ona:f(1) = —-1.
1
- ——+1
im SO _ i =2 gy L= g ;
x-1 x-1 x-1 x-1 x—>1x-2
< < <
x)—f1
f estdonc dérivable a gauche en 1 car }Cl_r)q% est finie et fg(1) = —1.
-1
fo-fy o+l 1
lim —— = = lim =lim—-=1
x-1 x-—-1 x-»1 x —1 x->1x
> > <
f(x) — (1)

f est donc dérivable a droite en 1 car }cl_r)r} est finie et f4(1) = 1.

x—1

Interprétation graphique :
(C) admet au point d’abscisse 1 une demi-tangente & gauche de coefficient directeur -1 et une demi-
tangente a droite de coefficient directeur 1.



Rappel |: Connaissant f; (x,), un vecteur

directeur de la demi-tangente a gauche au point
d’abscisse 1 est U (-1 ;- fg(xo)).

Un vecteur directeur de la demi-tangente a
gauche en 1 estu (-1 ; 1) et un vecteur directeur
de la demi-tangente a droite en 1 est v (1 ; 1).
On trace alors ces deux demi-tangentes.

Voir figure ci — contre.

N

b) Propriété
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert K et x, un nombre réel de K.
f est dérivable en x, si et seulement si f est dériable a gauche et a droite en x, et

f3(x0) = fg(xo) -

Exercice de fixation

. . e Vx € ]—0;0[, f(x) = x?
Soit la fonction f définie sur R par :{

' lon f definie SUrR Par 1 e [0; +ool, £ (x) = °
Justifie que f est dérivable en 0.
Solution

_ 2
onalim @@ _ i ® — jimx=0:

m
x-0 x-0 X—-0 X X—0
<
f estdonc dérivable a gauche en 0 et fg(0) = 0.
. f(x)—f(0 oxd .
ona: lim =@ _ i X _ jimx2 = 0;
x>0 x-0 Xx-0 X x-0
>

f est donc dérivable a droite en 0 et f5(0) = 0.
Comme fg(0) = f4(0), donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.

c) Demi - tangente verticale
Sl X - f(x)_f(x())
X—Xo
représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthogonal admet une demi-tangente
verticale au point de coordonnées (xy; f (xg)).

admet une limite infinie a gauche ou a droite en x,, alors la courbe

Exercice de fixation

Soit la fonction f définie sur R* par : f(x) = vx — x.

On note (C) la représentation graphique de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J).
Etudie la dérivabilité de f en O puis interpréte graphiquement le résultat obtenu.



Solution

—> x-0 x—»o X
> >
x)—f(0 X 1
> x > x >\/§

1)1 est infinie.
x—0

Donc f n’est pas dérivable a droite en 0 car Li_r}r&
>
Interprétation graphique :(C) admet en son point d’abscisse 0 une demi-tangente verticale.

2— Dérivabilité sur un intervalle
a)Définition
e Une fonction numeérique f est dérivable sur un intervalle ouvert K si f est dérivable en
tout nombre réel de K.

e Une fonction numérique f est dérivable sur un intervalle fermé [a ; b] si f est dérivable
sur I’intervalle ouvert ]a ; b[, dérivable a droite en a et dérivable a gauche en b.

b) Exemples

v Lafonction x = +/x est dérivable sur]0; +ool.
v Toute fonction polyndme est dérivable sur R.

3 — Dérivabilité d’une fonction composée

a) Propriété
Soit K un intervalle ouvert ; f et g deux fonctions numériques telles que fog est définie sur K ; x, € K
Si g est dérivable en x, et f dérivable en g(x,) alors la fonction f o g est dérivable en x, et :

(f 2 9)'(x0) = g'(x0) X (f" > 9)(x0) = g'(x0) X f'[g(x0)]

Exercice de fixation
Soient les fonctions f et g de R vers R définies par :f(x) = )36%’26 et glx) =x— % + 2.
Démontre que f o g est dérivable en 3 et calcule(f o g)'(3) .

Solution
g est dérivable sur ]—oo ;0[ et sur ]O ;+oo[, donc g est dérivable en 3.
f est dérivable sur ]—oo ;2[ et sur ]2 ;+oof.
g(3) =—, comme g(3) # 2 donc f est dérivable en g(3).
On conclut que f o g est dérivable en 3.
Pour tout x40, g'(x) = 1+ = . Donc g'(3) =" .

Pour tout x #2, f'(x) = Doncf (—) -——.

)
On conclut que : (f o g)' (3 )==— 0 % (- —) = 352 .



b) Conséquences
u est une fonction dérivable sur un intervalle K.

Fonctions Dérivées
u™ (n € Q%) nu'u"?
o
Vuavecu >0 sur K ﬁ
cos (u) —u'sin (u)
sin (u) u'cos (u)
tan(u) avec cos(u) # 0 Sur K u' x [1+ tan®(w)] ou #zl(u)

Exercices de fixation

Exercice 1

Dans chacun des cas suivants, f est une fonction dérivable sur R.

Calcule sa dérivée.

a) f(x)=(x2=3x+15; b)f(x)=Vvx2+3x+5; c) f(x) = cos(x?)
d) f(x) = sin(sinx); e) f(x) = ol

VxZ+1 '
Solution
a)Vx€ER, f'(x) =502x —3)(x? —3x+ 1)*%
' _ 2x+3
by ¥x € R,f'(x) W rreror R

AOvVx € R, f(x) = —2xsin(x?).
d)Vx € R, f'(x) = cosx X cos(sinx) .

5~ 2x
e)Vx € R, f'(x) = ey il !
! - x2+1 T2 D)VHZHL

Exercice 2
Soit la fonctionf definie sur E; +oo[par S(x) =@x—1DVax—1 .
1. Etudie la dérivabilité de f en i :

2. On admet que f est dérivable sur E; +oo[.CaIcuIe f'(x) pour tout x de E; +oo[

Solution
1
fG)=fQ) 4x — DVax — 1
1.lim = lim ¢ ) - =lim(4Vax—1) =0
- R
4 4
1
o 1 - 1
donc f est dérivable en 1 car lim —————est finie; f' (_) =0.
xX—= X — =

4 4



2.f est derivable sur E; +oo[et Vx€ E; +oo[, f'(x) =6v4x — 1.

4 — Dérivabilité d’une bijection réciproque
a) Propriété
Soit K un intervalle, f une fonction numérique dérivable et strictement monotone sur K,
xo € Ket yo = f(xo).
Si f'(x,) # 0 alors la bijection réciproque f~* de f est dérivable eny, et

—1\/ _ 1 1
F7'Go) = (o) f'(xo)

IPoint méthode}

Pour calculer le nombre dérivé de £~ en y,, on peut procéder comme suit :
e Ondétermine x, € K, tel que f(xy) = vo ;
e Oncalcule f'(xg) eton vérifie que f'(x) #0;
e On conclut alors que f~1 est dérivable en y, ;

e Oncalcule enfin (f 1) (y,) = ﬁ
0

Exercice de fixation
Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = x% — x.
1. Démontre que f réalise une bijection de ]—oo; %] sur [—%; +oo[.
2. Soit g la restriction de fa ]—oo; %]
Démontre que g~ lest dérivable en 2 et calcule (g~1)'(2).

Solution
1.f est dérivable sur R, et pour tout x élémentde R ,f’(x) = 2x — 1.

f)=0 e x =_etVrxel—ow [, f(x) <0.

Ona: lim f(x)= lim (x*—x)= limx%?= +oo.
xX——00

X——00 X——00

Ainsi,f est continue et strictement décroissante sur]—oo; %]doncfréalise une bijection de]—oo; %]sur

f(J=oiz]) = [=2i+]
2. Larésolution de I’équation x € ]—00; %] ,g(x) =2donne:x =—1.

Ona:g(—-1)= 2; g’(-1) = =3 ;comme g'(—1) # 0,donc la bijection réciproque g~* de g est
1 1

g1 3"

dérivableen2etona: (g71)'(2) =

5 — Dérivées successives
Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle K.
e Sifestdérivable sur K, alors sa fonction dérivée est la dérivée premiére de f.
df

Onlanote :f'ou —.
dx



e Sjf’estdérivable sur K, alors sa fonction dérivée est la dérivée seconde de f.
d2
On la note :f"ou d—x]; ou f@,

e De proche en proche, Si £ (=1 est dérivable sur K, alors sa fonction dérivée est la
dérivée n'®*™ de f ou la dérivée d’ordre n de f.

On la note :f Mou <L,
dx™
EXERCICE DE FIXATION
Détermine les 4 premiéres dérivées successives de la fonction f définie sur R par: f(x) = x3 — 2x2 + 3.
SOLUTION
Vx €R, f'(x) = 3x? — 4x;
Vx € R, f'"(x) = 6x — 4;
Vx€ER, fG(x)=6;
Vx€ER, f®(x) =0.
6 — Inégalités des accroissements finis
Propriété 1
Soit a et b deux nombres réels tels que a < b et f une fonction numérique dérivable sur
[a;b].
S’il existe deux nombres réels m et M tels que :V x € [a;b], m < f'(x) < M,
alors:m(b —a) < f(b) — f(a) <M(b — a).
Exercice de fixation
. 1 1
Justifie que : — < V19 —17 < 75

Solution
On pose f(x) = Vx.
1

f est dérivable sur [V17;v19]et V x € [V17;vV19], f'(x) = o

1 , 1
Vv x € [V17;4/19], V17 < vx < V19, donc TR <0< 5=
D’aprés I’inégalité des accroissements finis, on a :
1 1 . 1
ﬁ(lg -17) < f(lg) —f(A7)) < Z_Jﬁ(lg —-17); DOI’\C\/T—9 <V19 —-+v17 <

3=
\]-

Propriété 2
Soit f une fonction numérique dérivable sur un intervalle |.
S’il existe un nombre réel M tel quev x € I, |f'(x)| < M, alors pour tous nombres réels a et b
del,ona:|f(b) — f(a)| < M|b — al.

Exercice de fixation
Démontre que, pour tous nombres réels x ety, on a :|cos (x) — cos (y)| < |x — y|.

Solution
Soit la fonction f définie sur R par : f(t) = cos (t).
f est dérivablesur RetVt € R, f'(t) = —sin (t).



Ona:|f'(t)| < 1 pour tout nombre réel t.

Donc d’aprés I’inégalité des accroissements finis, pour tous nombres réels x et y,
ona:f(x) —fMI<1]x—yl

Comme f(x) = cos (x) et f(y) = cos (y), donc pour tous nombres réels x et y,
ona:|cos (x) —cos (V)| < |x —y|

Il - ETUDE DE FONCTIONS

Exercice 1
f(x)=x?+xsix<0
flx)=vVx—xsix>0
On note (C) la représentation graphique de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J).
1. Etudie la continuité de f en 0.
2. Etudie la dérivabilité de f en O puis interpréte graphiquement les résultats obtenus.
3. a) Calcule les limites de f en — et en +oo.
b) Justifie que la courbe (C) admet en —oo une branche parabolique dont on précisera la direction.
4. On admet que f est dérivable sur |—oo; O[ et sur ]0; +ool.
Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
5. Trace (C) et les demi-tangentes obtenues dans la question b).

Soit la fonction f définie sur R par :{

Solution

1.£(0)=0
é%f(x) = i%(xz +x)=0

<
lim f(x) = lim(Vx —x) = 0
>

éi_r}r& flx) = gcl_r](% f(x) = f(0) donc f est continue en 0.

< >
x%+x
2.lim M = lim ( )=lim(x+1)=1
xZO X = x-0 X x—0
" X - f(x) = f(0) - ,
f est donc dérivable a gauche en 0 car }CILY(I)W est finie et f3(0) =
LSOy, z
im =+
x;»O X = x—>0 x-0 VX
f n'est pas dérivable a droite en 0 car chingj% est infinie

Conclusion : f n’est pas dérivable en 0.

Interprétation graphique : (C) admet au point d’abscisse 0 une demi-tangente a gauche de coefficient
directeur 1 et & droite une demi-tangente verticale.

3.a) Limites de f en —x et + o

xl_L;moof(x) = xl_z;moo(xz +x) = xl_L;moo(xz) = +oo



lim f(x) = lim (Vvx—x) = lim (Vx (1 —+vx)) = —oocar
x—>+oof( ) x—>+oo( ) x—>+oo( ( )) li?_;_n (1 — Vx) = -
X—+00
b)Ona: lim 10 = lim ZX = im (1+x) =— oo
x—>—00 X x—>—o00 X X—>—00

Donc (C) admet en —oo une branche parabolique de direction celle de (OJ).
4.f est dérivable sur ]—oo; O et sur ]0 ; +oo[
Vx € ]-0; 0L f'(x) =2x + 1

1 1-2
Vx €10; +oo[,f’(x):ﬁ—1=2—\/£/§

= x€]-00[ f'(X) =0 ©x=—7
f'x)>0 ®x€ ]—% ;O[et f'x) <0 ®x€ ]—oo; —%[ Ainsi, f est strictement croissante

sur[—%; 0] et f est strictement décroissante sur]—oo; —%]
= Pour tout x €]0; +oo[,2+v/x > 0donc f'(x) alesigne de 1 — 2vx .

1
fl(x)=0 @1—2ﬁ=0@x=z
Fl)>0 &1-2yx>0 @0<x<%.

Ainsi, f est strictement croissante sur[o;ﬂ et f est strictement décroissante surE ; +oo[.

£ - 0 4 + 0 -

o 1
f(x) \ / 4 \
0 — Q00

\t‘g\
el




Exercice 2

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O, I, J) (I’'unité graphique est 2 cm).
Soit h la fonction définie sur R par : h(x) =x ++/|x2 — 1] .
On note (C) la courbe représentative deh.
Vx €J]-ow;—1]U[1;40o[,h(x) =x+VxZ -1
Vx €[-1;1],h(x) = x + V1 — x?
2Démontre que (C) admet aux points d’abscisses—1 et 1 des demi-tangentes verticales.
3. Démontre que la droite (Ol) est une asymptote a (C) en —oo.
4.a) Calcule la limite de h en +oo .
b) Démontre que la droite (D) d’équation y = 2x est asymptote a (C) en +oco .

1. Justifie que :{

c) Justifie que (C) est au-dessous de (D)sur ]‘/77 ; +oo[.
5.a) On admet que hest dérivable sur les intervalles | —oo; —1[et]1; +oo[ ; et
pour [x| > 1, x| >Vx2—1.
Etudie les variations de hsur les intervalles |—oo; —1[et]1; + oo .
b) On admet que h est dérivable sur I’intervalle]—1; 1].

Justifie que h est croissante sur ’intervalle [—1 ; g] et décroissante sur 1’intervalle [g ; 1].
c) Dresse le tableau de variation de la fonction h sur R
6. Trace(D) et (C).
7. Soit kla restriction de h a]—o0 ; —1].
a) Justifie que k réalise une bijection de |—oo; —1] sur [-1; O[.
b) Calcule k (—v/2).
c) Soit k=1 la bijection réciproque de k.
Démontre que k=1 est dérivable en 1 —+/2 et calcule(k~1)'(1 — V2).

Solution
1.
X —00 -1 1 +00
x* =1 + o= @ +
[x? — 1] x?—1 1—x? x?> -1
h(x) x++/x2—1] x++1—x2 x++/x2—-1

Donc _{Vx € ]—00;—1] U [1; 400 ,h(x) = x +Vx? — 1
1 vx el-L1,h@ = x+V1—22



2.Dérivabilité de ha gaucheen-1:

h(x)—h(—l)_l, x+VxZ-1+1 <1+ x2—1>

im = lim = lim
x=-1 x+1 x>-1 x+1 x>-1 x+1
< < <
- ' _ — 1 1 — 1 x-1 = —
Ona: xlirfll(x 1)=-2et xli’fﬁm +o00,donc xlim11 t == 0,
< < <
D’ou :xli@l% = —oo donc hn'est pas dérivable a gauche en — 1.

<
Par conséquent, (C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse -1.

Dérivabilité de h a droiteen 1

h(x)—h(1)  x+Vx2-1-1 ) x?2 -1
m————=lim =lim(1+———
x>1 x—1 x—1 x—1 x-1 x—1
> > >
lim1+ x+1 +
= lim ———— =+
x;l Vx2 =1
car lim(x+1)=2 et lim———= +x
x-1 x>1m
. h(x) —h(1) , - N
lim ————— = +oo donc hn'est pas dérivable a droite en 1

x-1 x—1
>

Par conséquent, (C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 1.

3.
Vx <—1,h(x)= 2 xz_l][’:_“xz_l] =— =
X—VX 1 X—VX 1
Ona: lim x?—-1 = +owcar llm(x —1)=+wet llm\/_ +o0
X—>—00 X—>+ o0
Comme llm (—\/x2 1)=—wet lim x =—codonc lim (x —\x? - 1) = —00
X——00 X—>—00
Par suite lim ——————=0; Ainsi, lim h(x) =0
x—)—oox_1/x2_1 X——00 ( )
D’ou la droite (Ol) est asymptote a (C) en — o
4.a)
Ona: lim /x> -1 =+4owcar llm (x —1)=+4wet lim \/_ +o0

X—+00 y—>+oo

Comme lim Jx?—1 = +wet lim x =+ alors llm (x+ x2 — 1) = 4o

X—+00 X—+00

Ainsi, llT h(x) = o0
X—>+ 00
b) Calculons liT [A(x) — 2x]
X—>+00

_ N v [\/x2 —x][Vx2-1+4x] _ -1
Vx>, h(x)—2x X 1- x+VxZ—1 T x+Vxe—1
. 2 _ 41—
Ona: xginoox + Vx = 400 d’ou xl_ﬁnooxﬂ/xz_ 0.

Ainsi, liin [A(x) — 2x] = 0.

X— (o]
D’ou la droite (D) d’équation y = 2x est asymptote a (C) en +co.
c) Etudions le signe de h(x) — 2x.

® Pour toutx € ]g, 1[,0n a: h(x)—2x=v1—-x?—x.

11



1-x22>0
h(x)-2x <0 Jl—-x*<x&o x>0
1—x? < x?
1<x<1 -1<x<1
= x=>0 & x20 donc, h(x) — 2x <0<:>xe[ 1]
1-2x2<0 xE] 00 ; ——] [\/— +00[

® Pour tout x € [1;+oo[,0na:

_ _ 7 [\/x2 —x|[Vx2-1+4x] _ -1
h(x) —2x=vVx?-1- YW ey R e

Pour tout x € [1; +oof, Vx 1>0etx>0doncvx € [1;+o[Vx?—1+4+x>0.
Par suite, pour toutx € [1; +oo[, h(x) —2x < 0.

Ainsi :Vx € ]\/2—7 ; 1[, etvx € [1;+oo[, h(x) —2x < 0.

On en déduit que (C) est au-dessous de (D) sur]‘/—E ; +oo[.

5.a)Vx €] —oo; —1[U]1;+oo[,h'(x) =1 + 2\/_— 1+\/x2_
V X €]1; +oo[,h’(x) > 0 donc hest strictement croissante sur]1 ; 4+oof.

Vx€]l—oo;—1[ h'(x) = J_J”‘ Vx €] — 0 ; —1[,VxZ — 1 > 0 donc le signe de h'(x)

est celuide Vx2 — 1+ x. Or|x|] >+vx2—1 ,doncpourx €] — oo ; —1[, —x > Vx?% —

d’oupour x €] —oo; —1[Vx?2 —1+x < 0.
Donc Vx €] — oo; —1[, h'(x) < 0 et par suite h est strictement décroissante sur | — oo ; —1J.

On conclut donc que h est strictement décroissante sur | — oo ; —1[ et strictement croissante
sur]1;+oof.

b)vx €] —-1;1[, h(x)—l—

1- xz_ =
doncvx € ]—-1;0],h'(x) > 0.
, 1-x%2-x
VXx€|0;1[ A (x) = Ny
Vx €]0;1[,V1 — x2 > 0 donc le signe de h’(x)est celui de V1 — x? — x.

hx)<0eVvl—-x?—x<0eVl-x?<xoxE€ [ 1] (D’apres la question 4.c))
doivr € [0;2] i) 2 0.
Donc h est décroissante sur I’intervalle [\g ; 1] et croissante sur [—1; \g]

c)Tableau des variations de h

12



7.a) h est continue et strictement décroissante sur |—oo ; —1]. k étant la restrictionde h a | —oo ; —1]
donc k est continue et strictement décroissante sur ]—oco ; —1].

D’ou k réalise une bijection de |—oo; —1] sur k(]—oo; —1]) = [-1; 0].

b) k(—V2)=1-+2,

C) k(—V2)=1—-+2 etk (—v2) =1 —+/2. Comme k’'(—v2) # 0 donc k=1 est dérivable en
1—+2etona:(k~1)'(1-+2) =Lﬁ= -1-+2.

1—

Exercice 3
Le plan est rapporté a un repere orthonormé (O, 1, J).
Soit f la fonction définie de R vers R par : f(x) =tan (g x).
On note (C) la courbe représentative def.
1. Détermine, Dy, I’ensemble de définition de la fonction f.
2. a) Justifie que f est périodique de période 2.
b) Justifie que f est impaire.
¢) Démontre que la droite d’équation x = 1 est une asymptote a (C).
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3. a) Démontre que, V x € Dy, f'(x) = > (1 + tan? (g x)).

b) Dresse le tableau de variation de f sur [0; 1].
4. Trace (C) sur [0; 1] puis sur ]—3; 3][.

Solution

1. Détermine D¢

s s
xeDf@5x¢E+kn,k€Z(:>x¢1+2k,keZ

DoncDy = R\ {1+ 2k}, k €Z
2. a) Justifions que f est périodique de période 2.
Pourtoutx € R\ {1+ 2k},k€Zona:x#1+2k,k€eZ
Doncx+2+3+2k,k€Z x+2+1+2k',k' €Z;
D’oupourtoutx €e R\ {1+ 2k},ke€Z,x+2€R\{1+2k},k€eZ
Vs /s T
f(x+2) =tan <§ (x + 2)) = tan (Ex + n) = tan (Ex)
f(x+2) = f(x),donc f est périodique de période 2.

b) Justifions que f est impaire.

Pourtoutx € R\ {1+ 2k},k€Zona:x+1+2k,k€eZ

Donc —x#—-1-2k,k€Z; —x#+1—-1-1-2k,ke€Z

D’ou —x # 1+ 2(—1—k),k € Zc’est-a-dire —x +# 1 + 2k", k' € Z
D’oupourtoutx € R\ {1+ 2k}, k€Z,—x € R\ {1+ 2k}, keZ

f(=x) =tan (—%x) = —tan (%x)

f(=x) = —f(x) , donc fest impaire.

c) Démontrons que la droite d’équation x = 1 est une asymptote a (C).
. —_ . 7T — . —
gcl_Tfllf(x) = gcl_rflltan (zx) = gcl_r)rzztan(X) =+
< < <2
. T i3 s —_
et lim f(x) = im tan (5.x) = lim tan(X) = = o0
2

> >
>

Donc la droite d’équation x = 1 est une asymptote a (C).
3. a) Démontrons que, ¥ x € Dy, f'(x) = (1 + tan? (g x)).

Vx €D f'(x)= (gx)l (1 + tan? Gx)) = g(l + tan? (gx))

b) Dressons le tableau de variation de f sur [0; 1[.

V x € Df, f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur [0; 1[.
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X
0
+
f'(x)
+o00
f() /
0

4. Tracons (C) sur [0; 1[ puis sur ]—3; 3.

C. SITUATIONS COMPLEXES

Situation 1
En visite dans une usine de fabrication et de commercialisation de sachets de poudre de cacao des

éléves d’une classe de Terminale scientifique recoivent les informations suivantes :

« La capacité journaliere de production de 1’usine est comprise entre 1 000 et 5 000 sachets. Toute
la production journaliére est commercialisée. Une étude a révélé que le bénéfice journalier, exprimé
en millions de francs CFA, realisé pour la production et la vente de x milliers de sachets est

modélisé sur I’intervalle [1 ; 5] par la fonction B définie par : B(x) = —§x3 +9x + 2 ».

Le Directeur de I’usine veut accroitre le bénéfice de I’entreprise. N’ayant pas de personnel qualifié,
il te demande le nombre de sachets a produire en un jour, a I’unité prés, pour que 1’entreprise réalise
un bénéfice maximal.
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En argumentant, détermine le nombre de sachets de poudre de cacao a produire pour obtenir un
bénéfice maximal.

Solution

Pour répondre a la préoccupation du Directeur de 1’usine,

- J’étudie les variations de la fonction B modélisant le bénéfice journalier de 1’usine.

- Je détermine la dérivée de B

- J’étudie le signe de la dérivée de B

- Je détermine le zéro de la dérivée de B sur I’intervalle

- Je donne le nombre de sachets de poudre de cacao a produire pour obtenir le bénéfice journalier
maximal de ’usine.

Le bénéfice journalier, exprimé en millions de francs CFA, réalisé pour la production et la vente
de x milliers de sachets est modélisé sur I’intervalle [1 ; 5] par la fonction B définie par :

B(x) = —§x3 + 9x + 2. Etudions les variations de B.

- DérivéedeB:
B'(x) =—x?2+9 = —(x—3)(x +3)

- Signe de la dérivée de B
Pour x € [1;5],x + 3 > 0 donc B'(x) a le

X 1 3 5 méme signe que —(x — 3). Or
: —(x—-3)20=x-3<0
B'(x) — 0 + o x<3

Donc pour x € [1;3],B'(x) = 0 et
pour x € [3;5],B'(x) <0

- Les variations de la fonction B.
B est croissante sur I’intervalle [1; 3] et décroissante sur I’intervalle[3; 5].
- B atteint son maximum en 3. Ce maximum est B(3) = 20.

Le nombre de sachets de poudre de cacao a produire pour obtenir le bénéfice journalier maximal
de I’usine est 3000.

Le bénéfice journalier dans ce cas est d’environ 20 millions.
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D. EXERCICES CORRIGES

Exercice 1
f(x)=1—x2si x € ]—o0;—1]

est la fonction continue sur R et définie par :
f P {f(x)z%si x € [—1; 4+oo]

Etudie la dérivabilité de f en —1.

Solution

Dérivabilité de f a gauche en -1 :
. FOO)-F(=D\ _ 1-x2-0\ . _ - 5

xll>n31 (T) = lerr_11( e ) = xll)n_ll(l — x) = 2 donc f est dérivable a gauche en -1 et
<

fl-n=2.

Dérivabilité de f a droiteen -1 :

2x+2

—f(— 0
lim (w) = lim (L) = lim (L) = 2 donc f est dérivable a droite en -1 et
X

x—-1 x+1 ——1 x+1 x+2
>

f’d(_l) =2.
Onaf’ (=1) = f',(~1) par suite f est dérivable en -1.

Exercice 2
k est une fonction dérivable sur un intervalle [a; b] telle que Vx € [a; b], |k’(x)| < 0,2.
Justifie que k(b) € lk(a) — 0,2(b — a); k(a) + 0,2(b — a)|.

SOLUTION
k est une fonction dérivable sur un intervalle [a; b] telle que Vx € [a; b], |k’(x)| < 0,2.
D’aprés I’inégalité des accroissements finis |k(b) — k(a)| < 0,2(b — a).
Par suite : —0,2(b —a) < k(b) —k(a) < 0,2(b —a)
k(a) —02(b—a) <k(b) <k(a)+02(b—a)
Donc k(b) € Jk(a) — 0,2(b — a); k(a) + 0,2(b — a)|.

Exercice 3
Soit n un entier naturel.

Démontre par récurrence que : Vx € R, cos™ (x) = cos (x + ng)
Solution
Pourn=0:Vx € R, cos©@(x) = cos(x) = cos (x +0Xx g)

Supposons 1’égalité a un rang k; k € N.
Aurang k + 1,

Vx € R, cos®+D(x) = (cos(k))’(x) = cos’ (x + k%) = —sin (x + kg) = cos (x + kg + g)
= cos (x + (k + 1)%).
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Donc Vx € R, cos™ (x) = cos (x + ng)

Exercice 4
Soit la bijection dérivable £ : 17221 ®
x— tan (x)
et ¢ sa bijection réciproque.
1
1+x2’

1. Démontre que ¢ estdérivablesur R et Vx € R, ¢'(x) =

2. Démontre que Vx € ]0; +oof, ¢(x) + ¢ G) = g

3. Détermine p(x) + ¢ G) pour x € ]|—oo; 0.
Solution
1. f est une bijection dérivable sur ]—g g[ et Vx € ]—g;g[,f’(x) =1 + tan?(x).

noT / Ari ' = -
Vx € _E’E[’f (x) > 0 donc ¢ est dérivable sur R etvVx € R, ¢’ (x) = TEON

Orvx € ]—g ;g[,f’(x) =1+ f%(x).Doncvx € R, f'(p(x)) = 1+ f2(p(x)) = 1+x2.
D’ou Vx € R,¢@'(x) = 1+1x2.

2. Posons :

vx € 10;+oou(@) = o)+ (3)

Dérivons la fonction u
, ' 1 ,(1\_ 1 1 1 1 1
vx € J0+oolu' @) = ') -5 ¢ (3) =g -5 X—— =— - =0

T 1+x2  x2 1+(1) T 1+x2 1+x2
X

Vx € ]0;+oo[, u’'(x) = 0 donc la fonction u est constante sur ]0; +oo.
Par suite Vx € ]0; +oo,u(x) = u(1) = (1) + ¢ (3) =2x (1) =2x%=
3. f étant impaire, ¢ est impaire.

X €E |—0;0] & —x € ]0;+00][.

v@+0(;)= ~oC0-9(-3) = (o0 +0(-1))=-7.

X X

Donc p(x) + ¢ G) = —g. pour x € |—oo; 0.

T
2

Exercice 5

f est la fonction de IR vers IR définie par : f(x)= /% On note (C) sa courbe représentative dans le plan

muni d’un repere orthonormé (O, I, J). L’unité graphique est 4 cm.

1. Détermine I’ensemble de définition de f.

2. Etudie la dérivabilité de f en 1 puis interprete graphiquement le résultat.
3. Calcule la limite de f en -1 puis interpréte graphiquement le résultat.

4. Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
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5. Trace la courbe (C).

6. Démontre que f réalise une bijection de |- 1 ; 1] sur[0; +oo[ .

7. Justifie que la bijection réciproque £~ de f est dérivable en 1 et calcule(f ~1)'(1).
8. Trace la courbe représentative (C’) de f~sur le méme graphique que (C).

Solution
1-x
1.Df={x€lIR/ 1+x#0et —2>0 }.

X - -1 1

1—x + + 0 —

1+x - 0 + +

1-x - + 0 B
1+x

Donc:Dy =] —1;1].

2. Dérivabilité de f en 1.

1-x 1-x [1—-x
o FO)=F) i FJ; .

= lim —llm—=—oo
x—1 x—1 x—>1x—1 x—1
< <(x—1) <(x+1) pp
car llm(x+1)’ =0et(x+1) ’—> 0 pourx € |-1;1]
f&)—f(1)

Ainsi f n’est pas dérivable en 1 car gcmf n'est pas finie.
-

x—1
Interprétation graphique
(C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 1.

3. Limiteen -1
, , o 1—x
lim —— =+4wet lim (1 —x) =2 donc lim = +oo0.
x>-11+x x~>-1 x--11+x
> >
) . 1—x
Par ailleurs lim Vx = +o,donc : llm = 400
x—>+00 > 1+x
D’ou xl_i)rzllf(x) = +4o00.La droite (D) d’équation x = —1 est asymptote a (C).
>
—(x+1)—(21—X) L
4. festdérivablesur ] — 1; 1[.Pour tout x€] — 1;1[, f'(x) = —&2° -~

vx €] —1;1[,—1 < Oet(x + 1)? / > 0.Doncvx €] — 1; 1], f'(x) < 0. festdonc strictement

décroissante sur | — 1; 1],



f(x) - m

+00

f)

5. Courbe représentative de f.

(4)

©)

6.f est continue et strictement décroissante sur | — 1; 1] donc f réalise une bijection de | — 1; 1] sur
fA=11]) = [0;+oo[.
7.0na: f(0) = 1 etf’(0) = —1 ; comme f’(0) # 0 donc la bijection réciproque f~! de f est

L. SV ()= L
dérivableen1etona: (f 1) ()= 55 =

8. Les courbes représentatives (C’) et (C) sont symétriques par rapport a la droite (A) d’équation
y = x (voir figure).

IV. EXERCICES
| - EXERCICES DE FIXATION



Exercice 1
f est une fonction dérivable sur I’intervalle I. Dans chacun des cas suivants, calcule f'(x) pour tout x de I.

a) f(x) =-3x3+4x2—7x+2, I=IR; b)f (x) = %4+%3+x72—x +1, 1=1IR;
€) (x) = 3x ==+ — — =1 =10; +oo[sd) f(x) = 2x2Vx | =]0; +oo[;

&) f(x) =222 L = o0 —1[ f) f(x)—(x2—3x+1)5, I=IR;

0) FN)=Vax—1,1 = |7;+00; h) FO0)= - )2 1 =11; +oo[;
Nf(x)=VxZ=3x+5, I=IR; i) foo= m 1= |5+

K) f(x)=xcos2x, I=IR; )) f(x)_m, :]_oo;%[;

m) f(x)= n  fx) = x31-x)?, I=IR;

0 f(x) = smxcos3x, I=IR; P f(x)= §+1—ﬁ,] =]-o0; 1]
Exercice 2

f est la fonction définie sur ]—co; —2] U [1; +oo[ par: f(x) = Vx? +x —2
Etudie la dérivabilité de fen -2 et en 1.

Exercice 3
Démontre que :

1. Vx € [0;%[, tanx = x.

2. Vx €]0;+oo[,0na

1
\/m—\/zﬁ?

W
Exercice 4
T TE]
il B d -1;1
Soit la fonction f ;L 2°2 [. |
x—sinx

1. Demontre que f admet une bijection réciproque ¢

2. Démontreque: Vx €] — 1;1[,¢'(x) =

1
Vi
Il - EXERCICES DE RENFORCEMENT /APPROFONDISSEMENT

Dans les exercices qui suivent, on note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repere
orthonormé (O, 1, J).

Exercice 5
f est la fonction définie sur IR par : f(x) = x|x-3|+2.
1. Etudie la continuité de f en 3.
2. Etudie la dérivabilité de f en 3. Interpréte graphiquement le résultat.
3. Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
4. Trace (C).
Exercice 6
f est la fonction définie sur [0; +oo[par :f(x) = x? — 2/x.
1. Etudie la dérivabilité de f en 0 puis interpréter graphiquement le résultat.
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2. Calcule les limites de f(x) et % lorsque x tend vers +oo puis interpréte graphiquement les
résultats.
3. Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
4. Trace (C).
Exercice 7

f est la fonction de IR vers IR définie par: f(x) =

NogoprwhE

x
|x|+1

Précise I’ensemble de définition de f

Etudie la continuité de f en 0.

Démontre que (C) admet au point d’abscisse 0 une tangente dont on précisera une équation.
Etudie la parité de f et en donner une conséquence graphique.

Calcule la limite de f en +oo. Interpréte graphiquement le résultat.

Etudie les variations de f sur [0 ; +oo] et dresse le tableau de variation de f.

Trace la courbe (C).

Exercice 8

f est la fonction définie sur IR-{-1} par: f(x) =

arwdE

6.

x%+|x—2|
. . . x+1
Etudie la continuité de f en 2.

Etudie la dérivabilité de f en 2. Interprete graphiquement les résultats.
Calcule les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.

a) Démontre que les droites (D1) et (D2) d’équations respectives y = x — 2 et y = x sont
asymptotes a (C) respectivement en -co et en + oo .

b) Etudie la position de (C) par rapport & (D1) sur | — oo; —1[U] — 1; 2].

c) Etudie la position de (C) par rapport & (D) sur [2; +].

Trace (D1), (Dz) et (C).

Exercice 9
f est la fonction de IR vers IR définie par : f(x) =Vx? + 3x + 2.
Partie A

1.

g krown

6.

7.
8.

Justifie que I’ensemble de définition de f est | — co; —2]U[—1; +oo].

Etudie la dérivabilité de f en —1 et en —2 puis interpréte graphiquement les résultats.
Calcule les limites de f en — oo et en +oo.

Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.

Démontre que les droites (D1) : y = —x — %et Do) :y=x+ % sont asymptotes a (C)
respectivement en —oco et en + oo .
Démontre que la droite (A) d’équation x = — % est un axe de symétrie de (C).

Donne une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.
Trace (Da), (D2), (T) et (C).

Partie B

Soit g larestriction de f & [-1; +oo [.
1. Démontre que g est une bijection de [-1 ; +oo [sur [0 ; +oo [.
2.

Justifie que la bijection réciproque g~ de g est dérivable en v/2 etcalcule (g~1)' (/2).
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Exercice 10

. L i _ x
f est la fonction sur définie sur IR par: f(x) =1+ Newee

1. Démontre que f est une bijection de IR sur un intervalle K que 1’on précisera.
2. Justifie que la bijection réciproque £~ de f est dérivable en 1 et calculer (f~1)'(1).
3.

a) Trace (C).

b) Trace (C’) la courbe représentative de f 1.

Exercice 11

f est la fonction définie sur [0 ; 1] par: f(x) = x — 2v/x +1.
On prendra pour unité graphiquel0 cm.

Etudier la dérivabilité de f en 0.

Interpréte graphiquement le résultat.

Démontre que f est une bijection de [0 ;1] sur [0 ; 1]
Démontre que pour tout x € [0; 1],f o f(x) = x.
Déduis en la bijection réciproque de f.

Construis (C).

S

Exercice 12
f est la fonction de IR vers IR définie par : f(x) = (2 -x)V4 — x?.
L’unité graphique est 2cm.
1. Etudie la dérivabilité de f en -2 et en 2 puis interpréte graphiquement les résultats.
2. Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
3. Donne une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.
4. Trace (T) et (C).

Exercice 13
f est la fonction de IR vers IR définie par : f(x) = Vx? +1 —x.
1. Calcule lalimite de f en +co.
Interpréte graphiquement le résultat.
2. Calcule la limite de f en —oo.
3.
a) Démontre que la droite (D) d’équation y = —2x est asymptote & (C) en—co .
b) Etudie la position de (C) par rapport a (D).
4. Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.
5. Trace (D) et (C).

Exercice 14
f est la fonction définie sur ] — co; —1] U [1; +oo[ par :
x x%2—1
_ f(x) = 3 + —
Partie A

g est la fonction définie sur ]1; +oo[ par: g(x) = 2-x%Vx2—1
1. Calcule la limite de g en +oo .
2. Etudie les variations de g et dresse son tableau de variation.
3.
a) Démontre que I’équation x €]1; +oo[, g(x) = 0 admet une solution unique « et que
I<a<?2.



b) Donne une valeur approchée de a a 10 pres.
- ( Vx€]l;a[,gx)>0
4. Justifie que : {Vx Ela; +oof, g(x) < 0
Partie B
1. Etudie la parité de f.
2.

a) Calcule la limite de f en +oco.

b) Démontre que la droite (D) d’équation y = — g +1 est asymptote a (C) en +oo .

c) Etudie la position de (C) par rapport a (D) sur ]1; +oo.

3. Etudie la dérivabilité de f en 1 puis interpréte graphiquement le résultat.
4.
A . . ' (€3]
a) Démontre que : V x €]1; 4+oo[,f'(x) = W
b) Dresse le tableau de variation de f.
5. Démontre que : f(a) = — £+ =

2 a3
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