SECONDAIRE

= COTE D’IVOIRE - ECOLE NUMERIQUE
MATHEMATIQUES

THEME : FONCTIONS NUMERIQUES
Durée : 12 heures Code :

Lecon 1 : Limites et continuité d’une fonction
A. SITUATION D’APPRENTISSAGE

Les éleves de Terminale s'exercent a la photographie au sein du club photo du lycée. On les informe
qu'en photographie, la profondeur de champ correspond a la zone de I'espace dans laquelle doit se
trouver le sujet a photographier pour en obtenir une image que I'ceil considérera nette.

En optique, pour que la netteté s'étende d’une distance a a une distance r, la mise au point doit étre
faite a la distance : P = a;:i (les distances sont exprimees en meétres).

Les éleves souhaitent que la netteté s'étende de «5m a I’infini ».
. . 50 ., .
Un éléve affirme alorsque: P = 10 — vy Ce qui n’est pas de 1’avis des autres.

Ensemble ils décident de vérifier cette formule et de faire des calculs pour déterminer la distance
de mise au point a choisir quand I’objet s’¢loigne.

B. CONTENU DE LA LECON
1. Limite d’une fonction composée

Propriété
Soit fetg deux fonctions numériques. a, b et £ sont des éléments de R U {—oo; +oo}

Silim f(x) =bet lin& g(x) =¢ alorslim gof(x) =+
X— X—a

X—a

Exercice de fixation

2

1 Calcule la limite en +co de la fonction h definie sur IR par: h(x) = [4 + =i




2. Calcule la limite en 0 de la fonction f définie sur IR* par : f(x) = 222X

X

Solution
1L.h(x) =geof(x)avecf(x) =4+ 2

x2+1

et g(x) = Vx

2 2 2
Nous avons: lim (4 + ) =4 car lim ( ) = lim (—) =0
x2+1 x>+00 \Xx2 + 1 x—>400 \X

xX—+00

et limyJx =2

x—4

donc limh(x) =2 .
X—+00
sin2x _ sin (2x) __ sinx

2.f(x):——ZXT—uov(x)OUv(x)=2xetu(x)=2><7

X

Ona: limv(x) = lim2x = 0 et limu(x) = lim2 X SInx 2
x-0 x-0 x-0 x-0 X

donc limf(x) =2 .
x—0

2. Limite d’une fonction monotone sur un intervalle ouvert

Propriété 1

a et b sont des eléments de

R U {—o0; +00} et f une fonction
numeérique.
Si f est croissante et majorée par un
nombre réel M sur I’intervalle
]a, b[ alors f admet une limite finie
fenb.
De plus £ < M.

Propriété 2

a et b sont des éléments de

R U {—o0; +00} et f une fonction : : :
numérique. 000 OO0 000 SO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 FOOL OO FOOL OO O
Si f est décroissante et minorée par un S PO O O OO
nombre réel m sur I’intervalle | I
]a, b[ alors f admet une limite finie

fenb.

De plus £ > m.




Exercice de fixation

Soit f la fonction définie sur R telle que f(0) =0 et Vxe R, f'(x) = Tlxz
Sachant que : Vx€ [1 o[, ona: f(1)< f(x) < - =+ 1+ (1),

Justifie que fadmet une limite finie £ en +oo et donne un encadrement de (.

Solution

Vx ER, f'(x) > 0donc f est strictement croissante sur [1;+of,
e[l +of ona:f(1) < f(x) £ — =+ 1+ f(D).

e[l +oof, -=<Odonc f(x) < — =+ 1+ f(1) < 1+f(D).
La fonction f est croissante sur [1 ;+oo/ et majorée par 1 + f (1) donc f admet une limite finie €
en+4oco. Dou: f(1)< £ <1+f(1).
3. Branches paraboliques
Définition
Soit f une fonction numérique et (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére
(O,1,3)
e Ondit que (C) admet en 4+co une branche parabolique de direction celle de (Ol)

lorsque _lim f(x) = +o0 (ou — ) et lim f®_ g
X—>+ 00

X—>+4+o00 X
e On dit que (C) admet en 400 une branche parabolique de direction celle de (OJ)

lorsque lim f(x) = +oo(ou — ) et lim 1 +o0o(ou — 00),
X—+00 x—+oo X

Remarque : On définit de maniére analogue les branches paraboliques en —co .

Exercice de fixation
Soit f la fonction de R vers R définie par : f(x) = szl —+/x + 1 et (C) sa courbe représentative

dans le plan muni d’un repere orthonormé (O,1,J).
Démontre que (C) admet en +co une branche parabolique de direction celle de (Ol).

Solution
e . 2\ _ . 2\ _ Q.
f est définie sur [-1;1[U]1;+o0[. On a: Xl‘féo (;) = kao (X) =0;
liin (x+1) = +oet liﬁrp&z +00 donc li£n Vx+1=+ow .
X—>+00 X—>+00 X—>+00

D’ou: lim f(x) = —o0.
X—+00



VX € ]1;+oo],

f_ 2 x4l _ 2 —1+§.0na: lim (Xzz—x): lim (Xiz)zo.

X x2—x X x2-x  x+1 X—+00 X—+00

1 1
Ona: lim (1+ ;) = 1car lim (—) = 0,de plus XEROVX+1 = +00

X—+00 X—>+00 \ X
1
1+=
donc: lim —%=0.0nconclutque: lim G
X—>+400 VX+1 Xx—>+00 X
Ona: liJrrn f(x) = —oo et liin % = 0, donc (C) admet en +oo une branche parabolique de
X—+00 X—>+00

direction celle de (Ol).

4. Continuité sur un intervalle

4.1-Définition
On dit qu’une fonction f est continue sur un intervalle I si elle est continue en tout élément
de I.
Exemple
Les fonctions polyndme, rationnelle, sinus, cosinus, racine carree, puissance, valeur absolue et
tangente sont continues sur tout intervalle inclus dans leurs ensembles de définition respectifs.

4.2-Prolongement par continuité
Propriété et définition
Soit f une fonction d’ensemble de définition D¢ et a un nombre réel n’appartenant pas a Dy.
Si f admet une limite finie £ en a , alors on dit que f est prolongeable par continuité en a et la

fonction g définie sur Dy U {a} par : {Vx € Df,g(x) = f(x)
gla)=+*

est continue en a et est appelée le prolongement par continuité de f en a.

Exemple

sinx

Soit f la fonction de R vers R définie par : f(x) = — -
Ona:Df=R-{0} et limf(x) = 1.

x—0

vx € R—{0},g(x) = f(x)

La fonction g définie sur IR par :{
g(0)=1

est le prolongement par continuité de f en 0.

Exercice de fixation
1. Soit f la fonction de R vers R définie par: f(x) =

x=9

Vx-5-2"

Démontre que f admet en 9 un prolongement par continuité ¢, et définit le.

x24x

2. Soit g la fonction définie sur IR\ {—1;0; 1} par: g(x) =

x2—|x|
g est — elle prolongeable par continuité en 0 ? Justifie ta réponse.



Solution

1.Df={x€R/x—5 > 0et Vx—5-2+0}
x—5>20&ex =25

Vi—-5-2=0@ x—-5=4ox=09.
Donc : Dy =[5 ;9[U]9 ,+oo/ .

_ (x-9(Wx=5+2)  (x-9)(Vx=5+2) _ —
vx€Dy, flx)= (Vx=5 -2)(Vx=5+2) x—9 = Vx—=5+2

Ona: lirglf(x) = lirg(x/x— 5+2)=4
X— X—
Ainsi, 9 & Dy et f admet une limite finie en 9. Donc f est prolongeable par continuité en 9.

La fonction ¢ est définie sur [5; +oof par : 9(9) =4 et Vx€Ds, p(x) = f(x)estle
prolongement par continuité de f en 9.

Remarque: ¢ est définie sur [5 ; +oof par: p(x) = Vx =5+ 2.
2.

x>+ x

Pour toutx € |—o0; —1[U]—1; 0[; - _
our toutx € |—oo [U] [;9(x) 1y

Onadoncgci_ﬁ%g(x) =1
<
x*+x x+1

P toutx € |0;1[ U |1; +oo[; = =
our toutx € 10;1[ U] oo[; g(x) 2 —x x—1

On a donc li L S
na oncxgr&g(x)—xlir&x_l—

gci_r)rgg(x) * gci_r)r(%g(x) ,ainsi g n’admet pas de limite en 0, donc g n'est pas prolongeable
< >
par continuité en 0.

4.3- Image d’un intervalle par une fonction continue
Propriété 1
L’image d’un intervalle | par une fonction continue sur | est un intervalle ou un singleton.

Exercice de fixation

Détermine 1’image de ’intervalle |- 7r; 7] par la fonction cosinus.
Solution

La fonction cosinus est continue sur |- m; ]

Or pour tout nombre réel x appartenant a |- ; ], —1 < cos (x) < 1.
De plus cos(r) = —1 et cos(0) = 1.

Donc I’image de I’intervalle |- 7; 7] par la fonction cosinus est [—1; 1].



Propriété 2

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I, a et b deux nombres
réels tels

quea<b.

Intervalle | | f est strictement croissante sur | f eststrictement decroissante sur |

[a; b] f(la; b]) = [f (@); f(D)] f([a; b]) = [f (b); f (a)]

[a; b f(la;b) = [f(a):}cigll, fO[ f(a; b)) =] ,l%% f); f(@)]

la; b] f({a; b)) —I lfr}lf(X) f(b)l f(a; b)) = [f(b)i}%‘}lf(x)l
la; b[ fQa;bD —],lclgrglf(X) llmf(X)[ f(a; b)) =]}Ci§},f(X);,lci§rglf(x)[

[a; +oo[ f(la; +o0D) = [f(a); lim_f(0)] f(la; +oo]) =] lim f(x); f(a)]

J—oos 4oo[ | F(— 0 +00]) £ - o5 +o0])
= Jlim £(x); lim fGOl = Jlim f(); lim £l

Exercice de fixation

Le tableau de variation ci-dessous est celui d'une fonction f définie et continue sur les intervalles
1-0:0[ et ]O; +oof.

X —00 -1 0 40

e 0 - -




f@ | T N | T,

Détermine 1’image par f de chacun des intervalles suivants : ]-oo ;-1], ]0 ;+oo/et /-1 ;0[.
Solution
e f est continue et strictement croissante sur ]-co ;-1] donc :

fQ=o 1) = ] lim fG); f(-1)] =1-2;5],

e f est continue et strictement décroissante sur ]0 ;+oo[ donc :
f0 ;+e0) =] lim f(x);lim f (x)l =]1 s+oo[.
X—+00 x—0
>
e f est continue et strictement décroissante sur [-1 ;0[ donc :

£(-1:0D =l}}§3 f@) ;f(—l)]: ]:5].

4.4-Opérations sur les fonctions continues
Propriété 1
Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I, alors :
v’ les fonctions f + g, fg , f™ (n € N)et | f | sont continues sur .

v" si g ne s’annule pas sur I alors la fonction g est continue sur |.

v' si f est positive sur | alors fonction ﬁ est continue sur I.

Exercice de fixation

Soit g et h deux fonctions définies de R vers R par: g(x) = x3 + sinx et h(x) = Vx2 — 1
1) Justifie que g est continue sur R.

2) Justifie que h est continue sur | — oo0; —1].

Solution

1) g est la somme des fonctions x — x3 et x +— sinx qui sont continues sur R. Donc g est
continue sur R.

2) La fonction x — x® — 1 est continue et positive sur | — oo; —1].

Donc h est continue sur | — oo; —1].

Propriété 2
Si f est continue sur un intervalle | et g continue sur ’ensemble f(1), alors gof est continue
sur .

Exercice de fixation
Soit g et f deux fonctions définies de R vers R par: g(x) = g et f(x) = cosx
Justifie que gof est continue sur R.



Solution

La fonction f est continue sur Ret f(R) = [—1; 1] .
La fonction g est continue sur [—1; 1]

Donc la fonction gof est continue sur R.

5. Fonction continue et strictement monotone sur un intervalle
5.1-Propriétés

Propriété 1
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle | alors :
e f estune bijection de I sur I’intervalle f(I).
e labijection réciproque f~! de f est continue et strictement monotone sur f(l).
e f~1ale méme sens de variation que f.
Remarque : Les courbes représentatives de f et de f~* dans le plan muni d’un repére
orthonormé sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.

Exercices de fixation
Exercice 1

Soit f: [0; +o[ — R
X2
1+ x2

X —

1. Démontre que f est une bijection de [0; +oo[ sur un intervalle K que I’on précisera.

2. Déduis en le sens de variation de la bijection réciproque f 1.

Solution
1D =[0; +oof.
ona: limf(x) = lim (5)= lim1=1
.x—>+oo - X—+00 x? - X—+00 o
- , 2x(1+x2)-2x(x?) 2x
f est dérivable sur [0; 4+oo[ et pour tout x € [0; +oo[, f'(x) = REeDp = T

Pour tout x €]0; +oo[ , f'(x) > 0carVx €]0; +o[,2x > 0et (1+x2)? > 0.
f est donc continue et strictement croissante sur [0 ;4oo[; par suite f est une bijection de
[0; +oo[ surf([0; +oo[) = [0;1[.

2. f~1 est donc définie sur [0 ;1[. £~ a le méme sens de variation que f, donc 1 est
strictement croissante sur [0;1].

Exercice 2
Soit la fonction g :[1;3] —» [0;4]



x+— —x%+2x+3
1. Démontre que g est une bijection.
2. Détermine I’expression explicite de la bijection réciproque g1 de g.

Solution

1. g estderivable sur [1;3]. Vx € [1;3],9'(x) =- 2x + 2.

X 1 3

—2x+2 |0 -

Vx €]1;3],9(x) <O
La fonction g est continue et strictement décroissante sur [1;3] et g([1;3]) = [g(3);g9(1)] = [0;4]

donc g est une bijection.

2. Soity € [0 ,;4]. Pour tout nombre réel x de ['intervalle [1; 3], on a les équivalences suivantes :
gx)=y o @x-1)*-4+y=0
Sx=1+./4—y,carpoury €[0;4], 1+ 4—y €[1;3]
D’out la bijection réciproque g~ est définiede [0;4 ]sur[1;3] par: g 1(x) =1+
Vitx,

Propriété 2 : Théoreme des valeurs intermédiaires
Soit f une fonction continue sur un intervalle |, a et b deux éléments de I.
Pour tout m compris entre f(a) et f(b) ,I’équation: f(x) = m
admet au moins une solution comprise entre a et b.

Corollaire 1

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I, a et b deux éléments de I.
Pour tout m compris entre f(a) et f(b) ,I’équation: f(x) = m

admet une unique solution comprise entre a et b.

Exercice de fixation

On donne ci-contre le tableau de variation F(x)
d’une fonction f définie et continue sur [-

1;+oo[ 5
\

1. Justifie que I’équation : f(x) = —10 f(x)
admet une unique solution dans [-1;+oo[ .




2. L’équation : f(x) = 13 admet-elle une
solution dans [-1;+oo[ ? Justifie ta réponse.

Solution

1.f est continue et strictement décroissante sur [-1;+w/, f([—1; +[) =] — ;5] et-10 €]-

o ;5] donc ’équation : f(x) = —10 admet une solution unique dans [-1 ;+oo/ .
2.13 Z]-0 ;5] donc I’équation : f(x) = 13 n’admet pas de solution dans [-1 ;+of .

Corollaire 2
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a ; b] et si
f(a) X f(b) < 0alors I’équation : f(x) = 0 admet une solution unique dans ]a; b[.

Exercice de fixation
Démontre que I’équation : x € ]0; 1[,2x3 + 3x — 1 = 0 admet une unique solution a.

Solution

Soit f la fonction définie sur [0;1] par: f(x) = 2x3 + 3x — 1. f est dérivable sur [0;1].
Pour tout x € [0;1], f'(x) = 6x2 + 3. Par suite, pour tout x €[0;1], f’(x) > 0, donc f est
strictement croissante sur [0;1].

£(0) = —1letf(1) = 4.

f est continue et strictement croissante sur [0;1] et £(0) X f(1) < O,
donc ’équation f(x) = 0 admet une unique solution o dans J0 ;1[.
5.2. Valeur approchée de la solution a d’une équation

Méthodes pratiques de détermination d’une valeur approchée de la solution o d’une
équation

L’équation : x €]0;1[,2x3 + 3x — 1 = 0 admet une unique solution a.
Donne une valeur approchée de aa 1071 prés.

Solution
Posons f(x) = 2x3 +3x—1

e Méthode 1 : Méthode de balayage

Pour obtenir une valeur approchée de oo a 10~ pres, on effectue un balayage de [0;1] avec un
pas égal a 0,1 jusqu’a trouver les deux premiers nombres dont les images sont de signes
contraires.

10



x |0 01 |02 0,3 04

fe) |1 [-07 [-038 [-005 |03

Ona: f(0,3) X f(0,4) < O0donc0,3<a<04.
Une valeur approchée de a.a 1071 preés est 0,3.
e Meéthode 2 : Méthode de dichotomie

f estune fonction dérivable et monotone sur I’intervalle [a; b] tel quef (a)et f(b) sont de signes
contraires. Il existe a élément de [a; b] tel quef (a) = 0. Il s’agit de trouver un encadrement de
a d’amplitude réduite . On procéde comme suit :

a+b

v Oncalcule : f(a)et f(T)
v Sif(a)et f(azib) sont de signes contraires alors a € [a, %]

Si f(a)et f(a;r—b) sont de méme signe alors a € [QTH’; b]

v On répete le méme processus dans le nouvel intervalle trouvé auquel appartient a jusqu’a

trouver un intervalle d’amplitude demandé.
v

Appliguée a notre exercice, cette méthode donne ce qui suit :

v f(0) =—-1et f(0,5) = 0,75, donc f(0)et f(0,5) sont de signe contraires, par
consequent a € [ 0; 0,5]

v f(0) =—1et f(0,25) = —0.22, donc f(0) et f(0,25) sont de méme signe, par
conséquent a € [ 0,25;0,5]

v f(0,25) = —0.22 et f(0,375) = 0,23 donc £ (0,25) et £(0,375) sont de signes
contraires par conséquent a € [ 0,25;0,375]

v' f(0,25) = —0.22 et £(0,3125) = —0.0014 donc £(0,25) et f(0,3125) sont de méme
signe, par conséquent a € [ 0,3125;0,375]
En finalement a I’ordre 1 on conclue que a € [ 0,3 ; 0,4] d’ou une valeur approchée de o
a10~! preésest0,3.

6. Fonction racine n®™, fonction puissance d’exposant rationnel
6.1-Fonction racine ni¢me
Définition
Soit n un nombre entier naturel tel que n > 2.
La fonction racine n'*™ est la bijection réciproque de la fonction

11



Fo10; ool = [0; +oof

x— x"
1

La racine n'®™ d’un nombre réel positif ou nul x est notée Vx ou xn.

Conséquences :
{x € IR* {y € IR*
y="x "
1
Vx € IRY, (T{/E) = x ou (xn)" = x et Vx™ = x.
Exemples

x€IRT,x3=5ox=35; xelR",x?=7T=x=7=V7 .
V16 =2: Y1205 =120.

6.2-Puissance d’exposant rationnel d’un nombre réel strictement positif

Définition

Soit p un nombre entier relatif non nul et g un nombre entier naturel tel que g > 2.

1

Pour tout nombre réel a strictement positif, on pose : ag = (a0)? = (Va)? = VaP
Exemple
Propriétés

Pour tous nombres rationnels r et ¥’ non nuls et pour tous nombres réels strictement positifs

aetbhona:

1 a” 1
! ! !
Ma xa" =a*" Bm—=a" B—=a"" = -
ar ar aT‘—T‘
r r
H N — ATT! Ba xXb = b)) .a__ﬁ
@) =a a” X b" = (ab) =3

Exercice de fixation
1. Soit a un nombre réel strictement positif. Mettre sous la forme a*ou a est un nombre rationnel,

3
les nombres réels suivants : /\/\/E;\/% Yaxia.

10
2. Justifie que : X2 = 2y7 |
Ji756

3. Justifie que pour tous nombres réels a et b strictement positifs : 3\/ ash X \/3\/ab5 = ab.

Solution

12



3 3 23
0 o1 B4 153

= 2+
4><1\0/§:22X210_2 10 :2105:252252214%:2\/5'

/256 8 % 2%% 2%
25

2. Ona:

L 1
N (O R

1111 11 11
BX=X—4=X=  =Xx=+b5x=x=
=a 233 2b2 3 32

6 6
=afhs =ab

C.SITUATIONS COMPLEXES

Situation 1

Des eleves de terminale étudient le refroidissement d’un objet porté a 210°C. L’étude du phénoméne
thermique conduit a f(t) = % + 10 ou f (t) désigne la température de I’objet en degrés Celsius
(°C) a I’instant t (t est exprimé en minutes).

Les ¢éleves effectuent un controle de la température de 1’objet aprés chaque minute ( le premier
controle ayant lieu a I’instant t = 1). lIs n’arrivent pas a déterminer la température de 1’objet aprés
une trés longue période de refroidissement.

En utilisant tes connaissances, détermine cette température.

Solution

Dans cet exercice, les eleves cherchent a déterminer la température apres une longue période de
refroidissement.

Pour déterminer la température de ce corps apres une longue période de refroidissement

- Jutilise les limites de fonction.

- Je calcule la limite de la fonction donnée en +oo

- Jinterpréete le résultat trouvé.

La température de 1’objet en degrés Celsius (°C) a I’instant t est f(t) = ¥ + 10

. s 200 _
Am (F®) = Jim (5 +10) =10,

La température de ce corps apres une longue période de refroidissement est de 10°C.

Situation 2

Les éléves du club photo de ton établissement s'exercent a la photographie. lls savent qu'en
photographie, la profondeur de champ correspond a la zone de I'espace dans laquelle doit se trouver
le sujet a photographier pour en obtenir une image que I'eeil considérera nette.

Ils savent également qu’en optique, pour que la netteté s'étende d’une distance a a une distance r,
la mise au point doit étre faite a la distance P moyenne harmonique des distances a et r

(les distances sont exprimees en metres)

Les éléves souhaitent que la netteté s'étende de «5m a I’infini ». lIs te sollicitent a cet effet.

En t’appuyant sur tes connaissances, détermine la distance de mise au point a choisir.

13



Solution
Dans cet exercice, les éléves souhaitent que la netteté s'étende de «5m a 1’infini ».

Pour déterminer la distance de mise au point a choisir

- Jexprime P en fonctionde a et r.
- J’utilise les limites de fonction.
- Je calcule la limite de la fonction correspondante en +oo

Jinterprete le résultat trouvé.
2ar

. . 2 1 1 T
P est la moyenne harmonique des distances a et r donc =+ c’est-a-dire P = —-

Pour que la netteté s'étende de «5m a I’infini », la mise au point doit étre faite a la distance : P =

10
== pour x tendant vers +oo.

5+x

. . 10 x

lim P = lim (—)=10
x—+0o x—+00 \ 5+x '

La distance de mise au point a choisir pour que la netteté s'étende de «5m a I’infini » est de 10
metres.

D. EXERCICES RESOLUS

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O,1,J).

Exercice 1
La fonction f est continue sur ]-o0;0[ et sur ]0; +oo[ et a pour tableau de variation le tableau

suivant :

x —00 -2 0 +o00
f(x) +
f(x)
-2

En utilisant ce tableau, donner les limites suivantes :

i (-245) 5 tm s iy () imy (5)
m - +; ’ x—gﬂof(x)'xl;%lf X 'x—}-lr-rtlnf x2+x/

X——00

SOLUTION
14



Ona:

. 1 . . 1
> lim (-2+3)=-2et lim f(x) = =5 donc_lim f (-2+3) =5
> lim (x?) = 4+ et liin f(x) =1donc lim f(x?) = 1.
. -1 . . -1
> Jp(5) = - ot lim fG) = —2 done Jinf (3) = 2.
> >
. 2x—1 . 2X 2 . . 2x—1
> Jdim (55 = lim (%) = lim (2) = 0et limf () = +eodonc lim f(577) =
>
o0,
Exercice 2
A/ g 5
Calcule les limites suivantes lim ( x2+1> et lim (M)
X——00 X xX—+00 X
SOLUTION
Calculons lim ( x2+1)
X—>—00 X
ey ,x2(1+i |x| , 14>
lim (ﬁ) = lim [E—2 ) = = lim N
X——00 X X——00 X x—> oo X—>—00 X

lim (— 1+ %)
X—>—00 X

=-1.

s 5
Calculons lim (L(x))

X—+00 X

On rappelleque VT € R,—1 < sin(T) < 1.En particulier Vx € R, —1 < sin(x°) <
1.

— 3 5 _ . s
Pourx > 0, = < 260 1 o iy (3)= tim (2)=0donc lim (22E52) =
x x x X—400 \X x—400 \ X x—>+00 x
0.
Exercice 3

Soit la fonction k définie sur R par k(x) = E(x) + (x — E(x))? ol E (x) désigne la
partie entiere du nombre réel x .
1. Soit n un entier relatif.
Justifie que la fonction k est continue en n.
2. Justifie que la fonction k est continue sur R.
Solution
La fonction k est définie sur R par k(x) = E(x) + (x — E(x))? ol E(x) désigne la partie
entiere du nombre réel x .
1. n étant un entier relatif, k(n) = EMm)+ m—E(M))?=n—-0=n.
Calculons la limite de k a gauche en n.
Pour n—1<x<n,E(x)=n-—1donc k(x) =n—1+ (x —n+ 1)=%

15



limk(x)=n—-1+Mn-n+1)*=n
<
Calculons la limite de k & droite en n.
Pour n<x<n+1,E()=ndonc k(x) =n+ (x —n)2
limk(x) =n+®m-n)?*=n.

>
Ona: lim k(x) = lim k(x) = k(n) , donc la fonction k est continue en n.
< >
Exercice 4

On considere la fonction f de IR vers IR définie par :f (x) = Vx2+x+1 —x.
1. Calcule la limite de f en + oo puis interpréte graphiquement le résultat.

2. Démontre que la droite (D) d’équationy = —2x — % est asymptote a la courbe
représentative (Cr) de fen - co.
3. Etudie la position de (C) par rapport a (D).

Solution
. . . (Vx24+x+1 =) (VX2 +x+1+x)
1. lim f(x) = lim x2+x+1 —x)= lim =
Jim f() = lim (V )= [lim Virraiex
. x%24x41 —x2
lim ———
x—+00 Vx2+x+1+x
1 1
. x+1 . x(1+2) . x(1+3)
= lim —= lim += lim X
xXotoo fx2(1+;+x—2) S R P /1+;+x—2 +x  X7F® x< /1+§+xl—2 +1>
1
. 1+ 1
= lim —&&27—— =

xX—+00 \/@ +1 2
Interprétation graphique : la droite d’équation y = %est asymptote horizontale a la
représentation graphique (Cr) def en + oo,
2. Démontrons que la droite (D) d’équationy = —2x — % est asymptote a la courbe
représentative (Cr) de fen - oo.
xli{r;o(f(x)+2x+§) =x§g(m+x+§) =

lim (Vx24+x+1 —x) (VX2 +x+1+x) n 1
X——00 Vx2Z4x+1—x 2
. xZ+x+1-x2 1 . x(l"'l) 1 . 142 1
= lim Z=——=—+-= lim = +5= lim ——+ =
x——o00 VX“+x+1-x xX——00 x(_ ,1+§+xiz_1> xX——00 _ 1+;+x_2_1
1 1
=—=+==0.
2 2
. , . 1 N . .
Donc la droite (D) d’équationy = —2x — 3 est asymptote a la courbe représentative

(Cr) defen - oo,

3. Etudions la position de (Cr) par rapport a (D).



f(x) =Vx2 + x + 1 etune équation de (D) est y = —Zx—%.
Vx€ R,(x+%)2+z > (x+%)2 doncvx e€R,Vx2+x+1> |x+%| c’est-a-dire :
VxE]R{,m>x+§ et Vx2+x+1> —2x—%.
ParsuiteVx € R, f(x) > —2x —% donc (Cy) est au-dessus de la droite (D).

Exercice 5

Partie A . g est la fonction définie sur IR par g(x) = 2x3 - 3x? — 1.

1. Calcule les limites de g en -co et en +oo.

2. Etudie les variations de g et dresse son tableau de variation.

3. Démontre que I’équation x € IR, g(x) = 0 admet une solution unique e etque 1,6 < a <
1,7. 4. Démontre que : Vx € |—oo; [, g(x) <0 et Vx € |a;+oo[,g(x) >0

1:;3 . On note (C) sa courbe
représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O ;1 ;J). L unité graphique est 2 cm.
1. Calcule les limites de f en -1 et en +oco puis interpréter graphiquement les résultats.

2.a) Démontreque:Vx €] —1; +oo [, f'(x) = %.

b) Etudie les variations de f et dresser son tableau de variation.

c¢) Donne une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.

d) Etudie la position de (C) par rapport a (T).

3. Trace (T) et (C).

Partie B. f est la fonction définie sur ]—1;+oo [ par: f(x) =

Solution
Partie A Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = 2x3 — 3x% — 1.

3 =

1. Lim g(x)= lim(2x3—-3x2-1)= lim2x3 = —oco.
X——00 X——00 X——00
Limg(x)=  lim (2x3 —3x%2 - 1)= lim 2x3 = +oo.
xX—+00 X—+00 X—>+00

2. g est dérivable sur IR. Vx € IR, g'(x) = 6x? — 6x.

gx)=0ex =0oux = 1.

Vx €] —o0; 0[U]Ll;+0[,g'(x) >0

Vx €]0;1[,g'(x) <0

Onen déduitque : g est strictement croissante sur ] -0 ; 0] etsur [1,+0 [, g est
strictement décroissante sur [0;1]

Tableau de variation de g.
X -00 0 1 +o0
g (x) + 0 -0 +




+-00

g(x)

4. - Lafonction g est dérivable sur] - ; 1], et g’ s’annule en 0.
Par ailleurs, pour tout x € |—o0; 0[, g'(x) > 0 et pour tout x € 10;1[, g'(x) <0
Par suite g(0) est le maximum de g sur ] - ; 1].
D’ou:Vx €]-0;1], g(x) < g(0) et comme g(0) < 0, finalement,vx €] -« ;1],
glx) < 0. - La fonction
g est continue et strictement croissante sur [1 ;+oo/ ; g([1,+x[) = [-2;+x/,
Or 0 € [-2,+x/, donc I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a dans [1,+x/.
On conclut : [’équation x € IR, g(x) = 0 admet une solution unique «a.
1,6 et 1,7 appartiennent a [1,+x[ ; g(1,6) = -0,49 et g(1,7) =0,16 ;
g(1,6)x g(1,7) <0donc 1,6 <a< 1,7.

4. Il a été démontré a la question 3) que Vx € ] -« ;1], g(x) < 0.

- La fonction g est continue et strictement croissante sur [1; a [ et sur ] a ;+oo/, d’ou :
gL, a[) = [-2;0[etg(] a;+0oo[) =]0; +oo[ donc :

Vx€ [L; a[,g(x) < Oet Vx €] a,;+x/, g(x) > 0.

On conclut :

Vx €]-wa,(x) < OVx €] a;tx/, g(x) > 0

Partie B

1. Limiteen —1:

1—x 1
1+ x3 1+ x

Pour tout x > —1, flx) = z(1—-x)

pour x > —1,ona x3 > —1,so0it x3+1 >0 ,par suite lim = +00
x>-11 4 x3

>
et comme liml(l —x) =2 alors xlimlf(x) = 400
xX—-— —>—
>
Donc la droite d’équation x = —1 est asymptote a (C).
* Limite en 4o
) . _ , 1-x N . —1 —
Ona: xi‘l’iof(x) = x£l471>lo e xilf}o = = xilﬁ)lo = 0
La droite d’équation y = 0 est asymptote a (Cf) en +co.
2.a) f est dérivable sur] —1; +o /,
Vx €] —1; +oo . _ —(1+x%)-3x2(1-x) _ —1-x3-3x2 +3x3 _ 2x3-3x2-1 _ g(x)
x ’ [ fx) = (1+x3)2 - (1+x3)2 T @+x3)?2 T (1+x3)2

b) Vx €] —1; +oo /,(1 + x3)2 > 0 donc le signe de f’(x) est celui de g(x) déterminé a la fin de

18



la partie A, par suite :

Vx€e€l-1; af,f'(x) <0 ; Vx€la; +of,f'(x) >0 et f'(a) = 0.

On en déduit que f est strictement décroissante sur ] -1;a] et strictement croissante sur [« ,+oo/.
Tableau de variation de f,

X a +00
fx) - 0 +
f(x) +o0 0

AN

\ f(a) /

¢) Une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0 est .
y = f(0)(x—0)+ f(0)
f(0)=-1; f(0) = 1.

Ainsi une équation de la tangente (T) est: y = —x + 1.
x2—x  x(x—1)
d)Pourtout x > —1,f(x)- (—x +1) = =

1+x3 1+ x3

Vx €] -1, +o [,1 + x> 0 donc le signe de f(x) — (—x + 1) est celui de x(x — 1).
fx)—(—x +1)=0&ex = 0oux = 1.

Vx €] —1;0[U]L; 4o [ f(x)—(—x +1)>0et Vx €]0;1[, f(x)—(—x +1) <0
On en déduit que :

(C) est au-dessus de (T) sur]-1; 0[ U J1,+x /,

(C) est au-dessous de (T) sur O ;1[

(C) et (T) se coupent aux points d’abscisses 0 et 1.

3. Repreésentation graphique de (T) et (C).

! 3

y
24
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E. EXERCICES

| - EXERCICES DE FIXATION

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O,L,J).
Exercice 1

Dans chacun des cas suivants, f est une fonction de IR vers IR. Détermine les limites de f aux
bornes de son ensemble de définition.

) fO) = T ) f() =V Fx =2 +x—1;
¢) f(x)=V2xZ+1-x+3; df(x) =VxZ+1-Vx + 2;

&) f(x) = |2 f) f(x) = xcos (=) ;

0) ) = L h) F@)=V2xZ+1-x+3.
Exercice 2

Soit £ la fonction définie sur [0 ;+oof par : f(x) = V4x2 +x et (C;) sa courbe représentative
dans le repére (O,1,J).

Démontre que la droite d'equation y

1
=2x— est uneasymptote obliquea (C;)en + o

Exercice 3

Soit g eth les fonctions définies sur O ;+oo[ par : g(x) = 2x% — % et h(x) = 22

\/} ’

courbes représentatives sont données ci - dessous :

T e (Eg) Y

I UUSN SUUUY UUY DUUEN SUUR SUUON
S

T

s

Calcule xl}-lr-noog(x) et xl}-l;-réo "

heo)

X—>+o00 X

puis lim h(x) et lim
X—>+00

Interprete graphiquement les résultats

Exercice 4
On considere les fonctions f et g de IR vers IR définies par :

flx) = 2";; et g(x) =VxZ +1-3x%.
On note (Cy) et (Cy) les courbes représentatives de f et g.
1. Démontre que (Cr) admet en + oo une branche parabolique de direction I’axe des abscisses.

20



2. Calcule les limites de g(x) et de @ lorsque x tend vers —oo et interpréte graphiquement les
résultats.

Exercice 5
Etudie la nature de la branche parabolique a la courbe représentative ( Cr) de f en+co dans chacun
des cas suivants

a) f(x) = ey b) f(x) = -Vx+1

c) f(x) = 2x* = 3Vx; d) f(x) = \/x3+8.

Exercice 6

Etudie la limite de f en a dans chacun des cas suivants

a)f()—smzx'a=0; b)f()_tanx_ a=0;
COSx T 51n2x .

Of@=TF e =3 d) f) =5, a=0;

aﬂm—lw%a=u

Exercice 7

f est une fonction de IR vers IR. Dans chacun des cas suivants, démontre que f admeten a un
prolongement par continuité et définis ce prolongement.

Af(x) = \/— 5 .a=9; b)f(x) = sinx )

a =0 Of) = @

Il - EXERCICES DE RENFORCEMENT

Exercice 8
Soit P la fonction définie et dérivable sur IR dont le tableau de variation est le suivant :

x -00 -2 2 +00
P’(x) -0 +
P(x)

1. Détermine le nombre de solutions de I’ equation :x € IR, P(x) = 0. Justifie.
2. La courbe représentative (C) de P présente-t-elle des asymptotes horizontales ou verticales ?

Exercice 9
1. Démontre que I’équation : x € IR, x* —x? + 1 = 3 admet une solution unique a dans
11;2[ .
Donne une valeur approchée de a a 10 prés.
2. Démontre que 1’équation cosx = x admet une unique solution a dans ]0;1[.
Donne une valeur approchée de a a 10%prés.

111 - EXERCICES D’ PAPPROFONDISSEMENT
Exercice 10
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3
Soit f la fonction définie sur IR par: f(x) =- x? +x2+3 et (Cr) sa representation graphique
dans un repére orthonormé.

b) Etudie les variations de f et dresser son tableau de variation.

2. a) Démontre que I’équation : x € IR, f(x) = 0 admet une solution unique e etque 3 < a <

4, b) Donne une valeur approchée de a a 10! pres.
3. Trace (Cy).

Exercice 11
Soit f:] - ;-%[ - ]%;—i—oo[
x—3
X
2x+1

(Cr) sa representation graphique dans un repere orthonormé.

1. Démontre que f est une bijection et détermine sa bijection réciproque f 1.
2. Trace la représentation graphique de f, puis déduis en celle de f 1.

Exercice 12

Partie A

Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = x3 + 2x — 2.

1. a) Démontre que 1’équation : x € IR, g(x) = 0 admet une solution unique a.
b) démontre : 0,77 < a < 0,78.

2. Démontre que :
Vx€e]-o;al, glx)<O0 ,
Vx€]a;+o[g(x) >0.

Partie B
Soit f la fonction définie sur ] -o0; 0 [U] O;+oo [ par :f(x) = x — ;2? + xiz
On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O,1,J). Unité : 2 cm.
1. Calcule les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
2.a) Démontre que la droite (D) d’équation y = x est asymptote a (C).
b) Etudie la position de (C) par rapport a(D).
3.a) Démontre que :

) _9x)
vV x €IR*, f'(x) =25
b) Dresse son tableau de variation.

c¢) Donne une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 1.
4. Trace (T), (D) et (C).

Exercice 13

3 2
On considere la fonction f définie sur R\{-1 ;1} par f(x) = xx:f’lc , de courbe représentative
(Cy).

1. Soit g la fonction définie sur IR par : g(x) = x3 - 3x - 4.
a)Etudie le sens de variation de g et

et calcule ses limites en + « et en - .

b) Montre que I’équation g(x) = 0 admetsur R
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une unique solution notée a.
c) Donne un encadrement de o d’amplitude 0,1.
d) Déduis en le signe de g(x) selon les valeurs de x.
2. a)Détermine les limites de f en + o eten - oo,
b) Détermine les limites de f a gauche et a droite en -1 eten 1.
Interprete graphiquement les résultats obtenus
c)Montre que pour tout x €IR\{-1;1},
oy xg(x)

f (x) - (xz _ 1)2
d) Deéduis en les variations de f et dresser son tableau de variation.
3.a)Détermine les nombres reels a, b, c et d tels que pour tout x €R\{-1 ;1},
f(x)=ax+b+ ;’;Jj
b) Déduis en que (Cr ) admet une asymptote oblique (D) d’équation y = x + 2.
¢) Etudie la position relative de (Cy ) et (D).
d) Montre que les abscisses des points B et B’ ou (Cr) admet une tangente parallele a (D) sont -
2++/3 et -2-4/3
4.Donne une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 2.
5. Détermine les points d’intersection de (Cy ) avec la droite (Ol).
6. Trace (Cy ) et latangente (T ).

23



