Terminale C

COTE D’IVOIRE - ECOLE NUMERIQUE
Mathématiques

THEME : TRANSFORMATIONS DU PLAN
LECON 15 : ISOMETRIES DU PLAN

A - SITUATION D’APPRENTISSAGE
Dans une unité de production de jouets, on utilise deux robots pour déplacer un objet d’un ouvrier A
vers un ouvrier B

Ces robots sont installés de telles sortes qu’aprées avoir marqué deux droites (D) et (D) paralléles sur
le sol (surface plane) :

-le premier robot déplace 1I’objet de 1’ouvrier A suivant la symétrie orthogonale d’axe (D)

-le deuxieme robot déplace ensuite 1’objet suivant la symétrie orthogonale d’axe (D’) vers I’ouvrier B
En visite dans cette usine, un des éléves affirme qu’on peut repositionner et reprogrammer un seul
robot qui déplacera 1’objet d’une seule fois de I’ouvrier A vers 1’ouvrier B. Cette information intéresse
le chef d’entreprise qui sollicite les éleves.

Les éléves informent sollicitent leur professeur pour vérifier cette information.

B. CONTENU DE LA LECON

Le tableau suivant présente des applications du plan que nous avons vues dans des classes antérieures.

Applications du plan Représentation géométrique Caracterisation et

dans lui-méme Conséquence
o
t_

M M
N

M, VE

N’
Translation de
vecteur u N4 " M'N’ = MN

Par suite M’N’= MN.
Toute translation
conserve la distance.

tz(M) = M’ & MM’ =G

M
N
M M
_ N [N
Symétrie N Les segments [M’N’] et
orthogonale sp, M: [MN] ont la méme
d’axe la droite (D) . SiMe (D) longueur.

Par suite M’N’= MN.
Toute symétrie
orthogonale conserve la
distance.

smpy(M) = M" < (D) est la médiatrice du
segment [MM’].
e SiMEe (D) alors spy(M) =M
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oy

K étant un point du EZ/ M T
plan et 8 un réel N | N
N Ona:
Rotation r de centre M _e_"f,i'e‘*'_“"# oooooooo MN'= MN
K et d’angle orienté LA Tt
de mesure 8 ¥ et mes(MN, M'N')=6.
F(M)=M’ = K_M_;\KM Toute rotation conserve
mes (KM, KM’) =0 la distance.

K étant un point du M M
p!an et A un nombre M N N
réel

R
Homothétie h de M M'N' = A MN
centre K et de N’ Par suite

M’N’=|1] MN

rapport A

h(M)=M’< KM’ = 1 KM

Figure pour A = —%.

Toute homothétie de
rapport différent de 1 et
de -1 ne conserve pas la
distance.

I. DEFINITION ET PROPRIETES

1. Définition

Une isomeétrie plane est une application du plan dans le plan qui conserve la distance.

Exemple :

Les translations, les symétries orthogonales, les rotations sont des isométries planes.

2. Propriétés

Toute isométrie plane est une transformation du plan, c'est-a-dire une bijection du plan dans le plan.

Images de figures simples :

Toute isométrie plane f transforme :
- une droite (D) en une droite (D), un segment [AB] en le segment [f(A)f(B)] ;
- un cercle (C) de centre O en un cercle (C’) de centre f(O) et de méme rayon.

Propriétés de conservation :

Toute isométrie plane f conserve :
- le produit scalaire : si f(A) = A’, f(B) = B, f(C) = C’et f(D) =D’, alors AB.CD = A'B’.C'D’;
- le barycentre : si G = bar{ (A;, &;)1<i<n } alors f(G) = bar{ (f(A;), &) 1<i<n };

- le parallélisme, 1’orthogonalité, les angles géométriques, le contact.
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Exercice de fixation

Réponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations suivantes.
Toute isométrie transforme :

a) un carré en un carré ;

b) un triangle équilatéral en un triangle équilatéral ;

c) Un angle droit en un angle plat.

Solution
a) Vrai; Db)Vrai; c)Faux

I1. DECOMPOSITION D’UNE TRANSLATION ET D’UNE ROTATION
1. Décomposition d’une translation.

a) Composee de deux symeétries orthogonales d’axes paralléles
Propriété

Si (D) et (A) sont deux droites paralleles, alors
la composée de la symétrie orthogonale d’axe

(D)

|_I

(D) et de la symétrie orthogonale d’axe (A) est
une translation.

|_x

S(a) °S) = tpr € Sp) ° S(a) = tokw

ou H est un point quelconque de la droite (D) et Y

droite ().

K est le projeté orthogonal du point H sur la H' est le symétrique de H par rapport 4 K

(A

Remarque : S(a) °S) F S(p) ° S(n)

Cas particulier

Pour toute droite (D), la composée de la symétrie d’axe (D) par elle-méme est I’application identité du

plan. On a: S(p) ° S(D):Id(p).

Exercice de fixation

ABCD est un rectangle. I,],L et K sont les D J c
milieux respectifs des segments[AB],
[DC],[AD] et [BC]. L K
Détermine les composées s(;;y0Sap) €t A | 5
SuK)O0S(K)-

Solution

e lesdroites(I]) et (AD) sont paralléles et | est le projeté orthogonal de A sur(1]) donc

Sun0Sap)=tyzi = ta5
* Sux)0Sux) = ld(p)
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b) Décomposition d’une translation

Propriété 1

Soit ty une translation de vecteur non nul u.
Pour toute droite (A) de vecteur normal u, il
existe une unique droite (D) telle que :

tg = S() ° S(a)-

Ona: (D)=t (A).

Illustration graphique

Propriété 2

Soit t; une translation de vecteur non nul u.
Pour toute droite (A) de vecteur normal u, il
existe une unique droite (D) telle que :

tg = S() ° S(dn)-

Ona: (D’)=t_1(A).

Remarque

Soit U un vecteur non nul tel que : tg = s(p,) ° S(p) :
« Si la droite (D) est donnée alors (D) = ti-(D) ;
2

« Si la droite (D) est donnée alors (D) =t_ 1:(D").
2

Exercice de fixation

suivantes :

L.tz5 = Sap) ° Sap
2. txg = SB0) ° S »
3. tag = Say) ° Sap) »
4. ta5 = S(aB) ° S(KL) ;
5. tﬁ = S(cD) © S(KL) s
6. tﬁ = S(KL) ° S(AB) s

ABCD est un rectangle. I, J, L et K sont les milieux
respectifs des segments [AB], [DC],[AD] et [BC].
Réponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations L K

Solution :
1-F; 2-V;3.V; 4-F; 5-V; 6-V.

2. Décomposition d’une rotation

a) Composée de deux symétries orthogonales d’axes sécants
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Propriété :

Le plan est orienté.

(A) et (D) sont deux droites de vecteurs
directeurs respectifs 1 et v.

Onpose : a = Mes (4, V).

Si (A) et (D) sont sécantes en un point
O, alors la composeée de la symétrie
orthogonale d’axe (D) et de la symétrie
orthogonale d’axe (A) est une rotation.

Le centre de cette rotation est O et son
angle a pour mesure 20.

S °S) ~To.2a)

Cas particulier
Lorsque les droites (A) et (D) sont perpendiculaires en O, la composée de la symétrie orthogonale d’axe
(D) et de la symétrie orthogonale d’axe (A) est la symétrie centrale de centre O.

SD) ° S(a)=S() ° S(m)~So

Exercice de fixation

Dans le plan orienté, on considére un triangle
équilatéral ABC de sens direct et de centre G. c

I, J et K sont les milieux respectifs des segments

[BC], [CA] et [AB].

Détermine les composées J '

1-S(A1) °S(AB) K
2= S(an © S(ck) ' R '
3-S(cB) ° San / B\

Solution
1- Lesdroites (AI) et (AB) sontsécantesen A donc scay) © Scap)= r(A 2(71%’77))

I
<
~
=
wly
~—

2- Lesdroites (AI) et (CK) sontsécantesen G donc sy © S(ck)= r(G 2(57?’\57)) = r(G =2m)

3- Lesdroites (AI) et (CB) sont perpendiculaires en I donc sy ° Scar) = S;

b) Décomposition d’une rotation

Propriété 1 [llustration graphique
Le plan est orienté.

Soit r la rotation de centre O et d’angle a.
Pour toute droite (A) passant par O, il existe
une unique droite (D) telle que :

F=Sm) ° S)-

(D) est I’image de la droite (A) par la rotation

1
de centre O et d’angle S @

u est un vecteur directeur de la droite (A).
¥ est un vecteur directeur de la droite (D).

Ona;mes(ﬁ,ﬁ):%antkn;kez.
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Propriété 2 Illustration graphique
Le plan est orienté.

Soit r une rotation de centre O et d’angle .
Pour toute droite (A) passant par O, il existe
une unique droite (D) telle que :

r :S(A) o S(Dr).

(D) est I’image de la droite (A) par la
rotation de centre O et d’angle —% a.

u est un vecteur directeur de la droite (A).
v’ est un vecteur directeur de la droite (D').

Ona;mes(ﬁ,?):—%a+kn;k €Z.

Remarque
Soit la rotation r de centre O et d’angle o telle que 1. o) = S)0Sp) :
« Si (D) est une droite donnée alors ; (D") = r(o .za)(D) X

’2

« Si (D') est une droite donnée alors : (D) = r(o _ _la)(D')-
! 2

Exercice de fixation

Dans le plan orienté, on considere un triangle équilatéral
ABC de sens direct et de centre G. c
I, J et K sont les milieux respectifs des cotés [BC], [CA] et
[AB].

Détermine la droite (A) dans chacun des cas suivants.

1) r(G;_ZTn) = S(a) © S(AD-

2) T, 1) = Se) ° S@) / ) \

3) sk = S(a) ° Scca)

Solution

1).Les droites (Al) et (JB) sont sécantes en G et Mes (ﬁ @) = —g donc sgg) °© Scan = r( ).

G; - =
Dou (A) =(JB);
2). (8) = (BC);
3). (A) =(AB)

I1l. COMPOSEES D’ISOMETRIES

1. Composée d’une translation et d’une rotation

Propriété

La composee d’une translation et d’une rotation d’angle non nul o est une rotation d’angle a.

Remarques

* Si r est une rotation d’angle nul, alorsrot = t.

* Si r est une rotation d’angle non nul a, alors ro t et t o r sont deux rotations d’angle a.
*Engénéral rot #tor.

Exercice de fixation
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Dans le plan orienté, on considére un carré ABCD
de centre O et de sens direct. c

o B
(A) est la médiatrice du segment [CB],
Onpose: f = tﬁa’”(n;g)'
Détermine la nature et les éléments
caractéristiques de f.

D A
(4)
Solution

- La nature de f.
f étant la composée d’une rotation d’angle g et de la translation
de vecteur CB  donc f est une rotation d’angle g B
- Déterminons le centre de f.
Ona:f= tmgor, m.

B~ (p;3)
Orr () = S(oc) © o) € teg = Sw) ° Se)-
Ona f= su)°smc ° Sme) ° Sop) = S@) ° S(op) A
(A) et (OD) se coupent en O. Donc s(5) © Sop) est une rotation de A)

centre O.

En conclusion, f = tﬁ or (Dig) = I‘(O;g)

2. Composée d’une translation et d’une symétrie orthogonale

a) Symétrie glissée

Définition

Etant donné une droite (D) et U est un
vecteur directeur de (D), on appelle
symétrie glissée d’axe (D) et de vecteur u’,
la composée de la symétrie orthogonale
d’axe (D) et de la translation de vecteur u’.

ty o S(m) = S() ° ty

M' = sp)(M;) = S(D)(tﬂ(M)) = s(p) ° tyg(M)

M’ = ty(My) = tg (S0 (M)) = tg5(0) (M)

Remarque : une symétrie glissée est caractérisée par son axe et son vecteur.

Propriétés
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Propriété 1

Une symétrie glissée n’admet pas de point invariant.

Propriété 2

Le milieu du segment formé par un
point M et son image M’ par une
symétrie glissée f, d’axe (D),
appartient a la droite (D).

f(M) = M’ et I milieu de [MM']
f(A) = A’ et C milieu de [AA']
(D) = (16

Point méthode

Détermination de 1’axe (D) et du vecteur U
d’une symétrie glissée f

* M et N sont deux points distincts donnés, tels
que: M’ = f(M) et N’ = f(N). Ket L sont les

(D) est la droite ( KL) .
» Soit f une symeétrie glissée et u son vecteur.
Soit A un point donné d’image A’ par fo f.

— 1>~
Ona: u=EAA”.

milieux respectifs des segments|[MM'] et [NN'].

()

Exercice de fixation

ABC est un triangle équilatéral de centre G.
D est le symétrique du point B par rapport a
la droite (AC).

I, J, K et L sont les milieux respectifs des
cotés [BC],[CA], [AB] et [CD].

1) Soit f la symétrie glissée d’axe (1J) et de
vecteur BK.

Détermine I’image de chacun des points A, B
et | parf.

2) Soit g la symétrie glissée telle que :
g(C)=B et g(L)=K.

Détermine 1’axe et le vecteur de g.

.,

Solution
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Df(A)=D; f(B)=C et f(I)=J

Plus de details ¥
2) Axe de g passe par les milieux des
segments [CB]et [LK], I’axe est (1))
Le vecteur de g est KB.

(41

RN

b) Composée d’une translation et d’une symétrie orthogonale

Propriété

La composée d’une translation de vecteur U non nul et d’une symétrie orthogonale d’axe (A) est :
e une symeétrie orthogonale si U est normal a (A) ;
e une symétrie glissée si U n’est pas normal a (A).

Remarques

> Si U est normal a (A), s(a) © ty €t ty © s(a) Sont deux symétries orthogonales.
> Si U n’est pas normal a (A), s © ty et ty © s(a) sont deux symétries glissées.
> Engénéral, sip) oty # tg © S(a) -

Illustration graphique

Premier cas : Le vecteur U est normal a la droite (A).

On décompose ty en utilisant s,).

@ |
Ona:tg = S)0Smn = S)0S(n)- (D) (©)
u
Ona: (D):t%H( (D)) et (D) =t_%ﬁ( (D). =0 -
Posons f =t o s(ay Bt g =5 (a) ° tyg .
-u /2

=5y s °S@a)=sm)-
9=S @) °Sw °SoH= S

Deuxiéme cas : Le vecteur u n’est pas normal a la droite (A)

On décompose le vecteur U en la somme de deux
vecteurs dont I’un est normal & (A) noté 1 et
autre, un vecteur directeur de (A), noté T.
Uu=1n+7

On considere les droites (D) et (D),

(D) = t_1-(A) et

2
D) = ti; (D)
2
Posons f =t o s(a) Bt g =5 (o) 0 ty
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Onsaitque:tg = tgrz =t o tg = tz o ty etque:tgo Sa) = Sp) et
Sy ° &= Son:

Posons : f = ty o su) 6t g = s(p) © tg,alors: f= tz o tg o sy €t
8= S °tg otz

f= tz o S(D) etg= Smn ° tz

f et g sont des symetries glissées.

Exercice de fixation

ABCD est un carré de centre O. C

I, J, Ket L sont les milieux respectifs de [AB], [BC], [CD] et [DA].
Onpose:g= tge ° sqr) et = tzz ° sk

a) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de g. K-
b) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de f.

Solution

a)Nature de g : Le vecteur BC est normal a la droite (JL). Donc g
est une symeétrie orthogonale. ¢

Elément caractéristique de g : g = tgg © Sgu).

Or tB—C’ = S(cp) ° SgL) ,donC

8= Secp) ° Sgu ° Sgu = Sccp).

L’axe de g est la droite (CD).

Conclusion : g est la symétrie orthogonale d’axe(CD).

b) f= tA—C’ o S(KI)'

Nature de f : Le vecteur AC n’est pas normal a la droite (KI), donc
f est une symétrie glissée.

Eléments caractéristiques de f

On décompose le vecteur AC.

AC = AB+ BC

tac = 3B ° t%s¢ = tec ° B

Ona:f= tyg ° sk = tge © g ° Sk

Or:tgzg = S@Be) ° SK-

Donc : f =tz © sy © Sk ° Sk = tge ° SBo)
Conclusion : f est la symétrie glissée d’axe (BC) et de vecteur BC.

Méthode

Posons f = tg o Sa) etg=s ) ° tg

e Lorsque le vecteur u est normal a(A)
On décompose ty en utilisant s, .
Ona:tg = S4)0Smn = S)0S(a).-
Ona: (D)= t%a (A et (D)= t_%ﬁ(A).

f=tgos0)=50) °S@) °Sn) = Sm)
9 =S() ° W =5S@) °S®) °Smn= Sn

e Lorsque le vecteur u n’est pas normal a(A)
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On décompose le vecteur U en la somme de deux vecteurs dont I’un est normal a (A) noté 1 et I’autre,

un vecteur directeur de (A), noté T.

u=1n+T7

On considere les droites (D) et (D) telles que :

(D) = t_ b(A) et (D) = tlﬁ (A)

Comme 1 est normal a (4), on a: tg oS = S et Sy ° tg = Sy
f= tg © S = tz otz o Sa) =tz o S(D)

8= Sun °tg=sp) °tgotz=spy °tz

f=1tz 0 S(D) etg = Smn ° tz

f et g sont des symeétries glissées.

3. Composée d’une symétrie orthogonale et d’une rotation

Propriété

Soient (D) une droite et K un point.

La composée d’une rotation de centre K et de la symétrie orthogonale d’axe (D) est :

* une symétrie orthogonale si K €(D),
* une symétrie glissée si K ¢(D).

Remarque

Soit r une rotation de centre K.

* Si K €(D), sy oretrosp sontdeux symétries orthogonales.
* Si K €(D), sp)y o retro sy sont deux symétries glissées.
*Engénéral:ro sy # sy or.

Illustration graphique

Premier cas : K € (D)

Soit r une rotation de centre K. Notons 6,
I’angle der.

Posons:f=r o spyetg= sp) or

On décompose r en utilisant sp.

On a.r= Sm) ° Su,) = S, ° SD) ©)
(AZ) = r(Kle)(D) et
’2
A =r D/ . (AZ)
( 1) (K;_%g)( )
Alors :

f=s@u, °sm) ° sm = Sy
el = Sm) ° Sm) ° S@,) = Sy

(A1)

Deuxiéme cas : K ¢ (D)
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r=r(K; 0)
Posons:f=r o spyet g= spy or

Soit H, le projeté orthogonal du point K sur la
droite (D) et (D), la droite passant par K et
parallele a (D).

On consideére les droites (A,) et (A,) (comme

dans le premier cas).

(4y) = F(K;%G)((D)) et
(4y) = F(K;_%g)((D))-

Onair = spy ° Su) = Sa, ° So)

Alors: f=r o S(D) = S(AZ) o S(Dl) o S(D) = S(Az) o tZEK

f est une symétrie glissée car le vecteur HK n’est pas normal 4 la droite (A,).

Deméme:g=sm) ° 1= sm) °SpH ° Say = L ° Se

g est une symétrie glissée car le vecteur KH n’est pas normal a la droite (A;)

Exercice de fixation
Le plan est orienté.

[AB].

On pose : f=s(aq) © T(62) etg= (6 2m) © StaB):
a) Détermine f(A) puis la nature et I’élément
caractéristique de f.

b) Détermine g(A) et g(B) puis la nature et les éléments
caractéristiques de g.

ABC est un triangle équilatéral de sens direct et de centre G.
I, J et K sont les milieux respectifs des cotés [BC],[CA] et

\

;

solution

8) f(A)Zsa0) ° T(gzm) (A)

= sag(B) =C.
Nature : Ge (AG) donc
f est une symétrie orthogonale.
Elément caractéristique : L’axe de f est la médiatrice du
segment [AC] qui est la droite (GB).

b)g= T(G2m) © S g(A)=B et g(B)=C

Nature : G¢ (AB) donc g est une symetrie glissée.
Eléments caractéristiques :

Axe : la droite (KI) Vecteur : JC a detailler

e

"B\
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IV. CLASSIFICATION DES ISOMETRIES
1. Caractérisation d’une isométrie par les points invariants

Propriétés

e Une isométrie du plan qui laisse invariant trois points non alignés est I’application identique.

e Une isométrie du plan qui laisse invariant deux points distincts A et B et qui n’est pas I’application
identique, est la symétrie orthogonale d’axe (AB).

e Une isométrie du plan qui laisse invariant un seul point A, est une rotation de centre A.

e Une isométrie du plan qui ne laisse aucun point invariant, est soit une translation, soit une symétrie
glissée.

Exercice de fixation

Remplace les pointillés par le groupe de mots qui convient : 1) est soit une translation, soit une
symeétrie glissée ;2) est la symétrie orthogonale d’axe (AB) ; 3) est une rotation de centre A ; 4) est
I’application identique

A. Une isométrie du plan qui ne laisse aucun point invariant, ...................oceeeenne...
B. Une isométrie du plan qui laisse invariant un seul point A, ..................ccoooeenenn..
C. Une isométrie du plan qui laisse invariant deux points distincts A et B et qui n’est pas
Iapplication IdENTIQUE, ......oureeeteett ettt e e e e e e eaeeaaas
D. Une isométrie du plan qui laisse invariant trois points non alignés .....................

Solution

A-1;B-3;C-2;D-4

2. Déplacement et antidéplacement
a) Definitions et propriétés

Définitions

e Un déplacement est une isométrie qui conserve les angles orientés.
e Un antidéplacement est une isométrie qui transforme tout angle orienté en son opposé.

Propriétés

e Toute isométrie est un déplacement ou un antideplacement.

e Tout déplacement est une translation ou une rotation.

e Tout antidéplacement est une symétrie orthogonale ou une symétrie glissée.
e [ a transformation réciproque d’un déplacement est un déplacement.

e La transformation réciproque d’un antidéplacement est un antidéplacement.

Remarque :
L’application identique est un déplacement : c’est la translation de vecteur nul ou une rotation d’angle
nul.

Exercice de fixation

Réponds par vrai ou faux

1. La transformation réciproque d’un antidéplacement est un déplacement
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Solution

1. faux ; 2.vrai ; 3.vrai ; 4.faux ; 5.faux

Tout antidéplacement est une symeétrie orthogonale ou une symétrie glissée.
Tout déplacement est une translation ou une rotation.

La transformation réciproque d’un antidéplacement est un déplacement.
Toute isometrie est un déplacement et un antidéplacement

b) Composition de déplacements et d’antidéplacements

Propriétés

e La composée de deux déplacements ou de deux antidéplacements est un déplacement.
e La composée d’un déplacement et d’un antidéplacement est un antidéplacement.

c) Tableau récapitulatif

Ensemble des
points invariants

Déplacement Idp

7,

Le plan P | La droite (D)

Le singleton {A} 0]

Rotation de centre
A et d’angle non
nul

Translation de
vecteur non nul.

Symétrie glissee

Exercice de fixation

Le plan est orienté.

ABC est un triangle équilatéral de sens
direct et de centre G.

I, J et K sont les milieux respectifs des
segments[BC], [CA] et [AB].

r est la rotation de centre G et d’angle
de mesure 2?“

C

Complete le tableau suivant en mettant une croix
dans la case qui convient,
Onpose:ror =r2

Isométries Déplacement | Antidéplacement

T2

S(AI) or

S(B) °Si

S ° 1dp)

S °© tae

S(AD ° S(cK)

tag o teg

Solution

Isométries

Déplacement Antidéplacement

,r.2

X

S(AI) or

SB) °S1

Sy ° 1dp)

S ° tae

X | X | X | X

San ° S(ck)
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V. DETERMINATION D’UNE ISOMETRIE

1. Détermination d’un déplacement

Propriété
Le plan est orienté.

A, B, A’ et B’ étant quatre points du plan tels que AB=A’B’ et A#B, il existe un unique déplacement
f transformant A en A’ et Ben B’.

0SiAB = A'B’ alors f est la translation de vecteur AA’ ;
0 SiAB # A'B’ alors f est une rotation d’angle orienté (AB, ﬁ').

Exercice de fixation

Le plan est orienté.
Soit (T') un cercle de centre O et de diametre [BC].

A le point de (T) tel que Mes(BA; BC) = g
A’ le point diamétralement opposé a A sur (T') et | =
s@c)(A).
1. justifie qu’il existe une translation f telle que f(A) = I
Cetf(B)=A’.
2.a) justifie qu’il existe un unique déplacement g tel
que g(A) =C et

g9(B) =O.

b) justifie que g est une rotation dont on précisera
I’angle.

(9]

Solution

1. f(A)=C et f(B)=A’
AB = —A'C d’ou AB = CA’
Donc il existe une translation qui applique A sur C et B

sur A’. Son vecteur est AC.
2.a) g(A)=C et g(B)=0. OA= OB, le triangle OAB est

isocéle et posséde un angle de g , donc équilatéral. D’oul

OB =0C donc AB =0OC, il existe un unique
déplacement g tel que g(A) = C et g(B) = O.
b) AB # CO, donc g est une rotation.

Mes(ﬁ)—;z_o)) = Mes (ﬁ) = g

(9]

2. Détermination d’un antidéplacement

Propriété

Soit A, B, A’ et B’ quatre points du plan tels que AB=A’B’ et A#B.

Il existe un unique antidéplacement g transformant A en A’ et B en B’.

0 Si les segments [AA'] et [BB'] ont la méme médiatrice (A), alors g est la symétrie orthogonale d’axe
(D).

¢ Si les segments [AA'] et [BB'] ont des médiatrices différentes, alors g est une symétrie glissée.
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Exercice de fixation

Dans le plan orienté, on considere un triangle ABC
rectangle en B et tel que Mes(ﬁ; Ké) = g :

On désigne par O le milieu de [AC] et par | le milieu de
[OA] et par K le milieu de [AB].

1) justifie qu’il existe une symétrie orthogonale f qui
transforme Ben O etKen I.

2) Soit g I’antidéplacement qui transforme B en A et A en
0.

justifie que g est une symétrie glissée puis détermine ses
éléments caractéristiques.

Solution

1) f(B)=0 et f(K)=I
KB = %AB etol = %AO or AOB est un triangle équilatéral (car

isocele et posséde un angle de mesure g.) Donc AB =AO0O d’ou KB

=0l.

Par ailleurs les segments [KI] et [BO] ont la méme médiatrice. (En
effet AIK et ABO sont des triangles équilatéraux et (KI)//(BO)).
Donc f est une symétrie orthogonale.

2) 9(B)=A et g(A)=0

AOB est équilatéral, donc AB=AO.

Par ailleurs les segments [AB] et [AO] ont des médiatrices
différentes.

Donc g est une symétrie glissée.

Axe : droite (KI)

Vecteur : %Fﬁ =Ki

C- SITUATION COMPLEXE
A changer

Motif dun pagne

Lors d’une sortie détente du club de Mathématiques
d’un lycée, on propose un jeu dont le support est la
figure ci-contre.

Dans cette figure, les triangles BAC, BOC, CIA, BAJ
sont isoceles rectangles et superposables

Ce jeu consiste a trouver les transformations du plan
permettant de transformer le triangle CIA en chacun des
cing triangles de la figure.

Aucun éléve de terminale C n’ayant participé a cette
sortie, les éléves présents éprouvent des difficultés pour
trouver toutes les solutions.
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En utilisant les outils mathématiques au programme, trouve la solution a ce jeu.

Solution
» Pour répondre a ce jeu, je vais utiliser les transformations du plan

Les cing triangles sont : CIA ; BAC ; BOC ; BAJ et I0J

L’application identique transforme CIA en CIA

La translation de vecteur IA transforme CIA en BAJ
La translation de vecteur IC transforme CIA en BOC
La composée de la translation de vecteur IC et la symétrie orthogonale d’axe (BC) (symétrie

glissee) transforme CIA en BAC

L’homothétie de centre I et de rapport 2 transforme CIA en OIJ

D- EXERCICES

D1- Exercices de fixation

EXERCICE 1
Pour chaque affirmation, écris le numéro de 1’affirmation suivi de la lettre correspondant a la bonne
réponse.
N° Affirmations A B C
Si t et ty sont des translations alors tg o
o 2 tiv iy ti-v
A%
Si (D) et (D) sont des droites paralleles et .
2 | que S(p) et S(p,y sont des symetries Translation Rotation orstzz)nec:”:Ie
orthogonales alors Sipy o S(pry est une g
Si r et t sont respectivement une rotation Symétrie
3 | d’angle non nul et une translation alors r o | Translation Rotation orthogonale
t est
Si S(,) et ty sont respectivement une
symétrie orthogonale d’axe (A) et une , Symétrie Symétrie
4 . - s Translation L
translation de vecteur u normal a (A) alors glissee orthogonale
S(A) o ty est
Si S(a) €t tg sont respectivement une R T est un u n’est ni un
e ) u est vecteur directeur
5 symétrie orthogonale d’axe (A) et une normal 3 vecteur de (&) ni un
translation de vecteur U alors Sy o ty = directeur de s
(4) vecteur normal a
tg o S(A) lorsque (8) (A)
Si S(a) et r sont respectivement une - -
. , . Symétrie Symétrie
6 | symétrie orthogonale d’axe (A) et une Rotation lissée orthogonale
rotation de centre O €(A), alors Sa) o r est g g
EXRCICE 2

Le plan est orienté.

ABC est un triangle équilatéral de sens
direct et de centre G.

I, J et K sont les milieux respectifs des
segments[BC], [CA] et [AB].

Complete le tableau suivant en déterminant la
composée de chaque élément de la premiére
colonne et de chaque élément de la premiére ligne.
Onpose:ror =r2
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r est la rotation de centre G et d’angle
de mesure 2?“ o |y | T | | San | Sep | Ser
c r
72
S(an
SB))
K S(CK)
EXERCICE 3
ABC est un triangle équilatéral de centre G. D b L
o : \ ~ C
est le symétrique du point B par rapport a la
droite (AC).

I,], Ket L sontles milieux respectifs des cotés
[BC],[CA], [AB] et [CD].

Soit f la symétrie glissée d’axe (IJ) et de
vecteur AK.

Détermine I'image de chacun des points A, C,

JetL parf. K “B\

o,

EXERCICE 4
ABCD est un carré de centre O. C IJ B
I,], Ket L sont les milieux respectifs de [AB], [BC], [CD] et [DA].
On pose: f= S(]L) [ tﬁ:’ et g= S(KI) o tm’ o
a) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de f. K— —1
b) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de g.
[
D L A
EXERCICE 5
ABCD est un carré direct de centre O. Déterminer la transformation f dans chacun des cas suivants :
1. f = S(DC) (0] S(AB)' 2 f: S(AC) 0 I'(A; T[/Z). 3 f: S(DC) 0 S(AC)-
4.f=r(c;-2_n)o I‘(A;g) 5.f:tm0 r(A"_z_ﬂ) 6.f=tfcotm.
7. f = T S T
"(@3) 2P ° Had)

EXERCICE 6

ABC est un triangle équilatéral.

I, J et K sont les milieux respectifs des segments
[BC], [CA] et [AB].

Dans chacun des cas suivants, détermine la droite
Q)

1 teg =sw °sap
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2. t]T?; = SUK) ° S(a)
3. tm’ = S(a) ° S(BC)
4, tKﬁ = S(cK) ° S(a)

Exercice 7

Dans le plan orienté, on considére un triangle équilatéral
ABC de sens direct et de centre G.
I, J et K sont les milieux respectifs des c6tés [BC],[CA] et
[AB].
Détermine la droite (A) dans chacun des cas suivants.
1) I‘(G; ZTT[) S(CK) S(A).
2) I‘(A; _E) = S(A) o S(AI)-
3

3)r(g;-2m) = Seep ° S

/

D-2 Exercices de renforcement

EXERCICE 8
ABC est un triangle équilatéral de centre G. D

est le symétrique du point B par rapport a la '
droite (AC).

I, J, Ket L sont les milieux respectifs des cotés
[BC],[CA], [AB] et [CD].

Soit f'la symétrie glissée d’axe (1J) et de vecteur
AK.

Détermine 1’image de chacun des points A, C, J
et L parf.

EXERCICE 9

o,

Dans le plan orienté, on considere le
carré ABCD de sens direct et de centre O, (W)
ci-contre.

(A) est la médiatrice du segment [CB].
Détermine la nature et les éléments

)

caractéristiques de chacune des
transformations suivantes :

1.f=r(D;%)o tﬁ

2.8= I‘(B;g) ° tyg

3.h=tﬁ o r(o;%) o tﬁ
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Exercice 10

Dans le plan orienté, on considere un carré ABCD de centre I, tel C B

que Mes(AB, AD)= g . M~ 1\
Etant donné un point M du segment [BD] distinct de B et de D, I
on appelle N et P les projetés orthogonaux de M respectivement Q
sur les droites (AB) et (AD). Q est le point du [MP] tel que le

triangle IMQ est rectangle isocéle en | et de sens indirect. D A
On considere la rotation r de centre I et d’angle — g

a) Détermine r(B) et r(M).
b) Démontre que r(N) =P.
c) Déduis-en que: NA.NB = PA.PD.
d) Justifie que : (NC)L(BP) et NC=BP.

D-3 exercices d’approfondissement

EXERCICE 11
ABCD est un carré de centre O. c ] B
I, J, K et L sont les milieux respectifs de [AB], [BC], [CD] et [DA].
Onpose: f= Sy o tgg €69 =Swn ° tzg o
a) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de f. K— —1
b) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de g.
|
D L A

EXERCICE 12

Soit ABCD un quadrilatére convexe de sens direct. On construit, a I’extérieur de ce quadrilatere,
les triangles rectangles isocéles IAB, JBC, KCD, LDA de sommets respectifs I, J, K, L.

On désigne par O le milieu de [AC].

a) Soit et ry les rotations d’angles g de centres respectifs | et J.
Etudier la transformation ry o r; . En déduire que le triangle OlJ est rectangle isocele en O.

b) Démontrer de méme que le triangle OKL est rectangle isocéle en O.
c) Démontrer que IK = JL et que les droites (IK) et (JL) sont perpendiculaires.

Exercice 13

Soit I un polygone régulier de centre O.

1. Démontre que si f est une isométrie laissant globalement invariant I', alors O est invariant par f.

2. Déduis-en que toute isométrie qui n’est pas ’application identique, laissant globalement invariant T,
est une rotation ou une symétrie orthogonale.

Exercice 14
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Soit f une application du plan dans lui-méme qui conserve le barycentre et transforme tout repére
orthonormé du plan en un repére orthonormé du plan.
Démontre que f est une isométrie plane.

Exercice 15

f et g sont deux isométries planes.
Justifie que :

1) la composée gof est une isométrie.

2) la réciproque f~1de f est une isométrie.

Exercice 16
ABCD et AEFG sont des carrés de sens direct et H est le point tel que ADHE soit un parallélogramme.
Démontrer que les droites (BH) et (CG) sont perpendiculaires et que BH = CG.

Exercice 17

ABC est un triangle équilatéral de sens direct. On désigne par (C) le cercle circonscrit a

ABC et O son centre. La médiatrice de [BC] coupe (C) en A et D. On note A’ le point d’intersection
des droites (BD) et (AC).

1) Démontrer que A’ est le symétrique de A par rapport a C.

2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des transformations suivantes :

a) S(BD) o S(DC)'

b) S(CA) (0] S(AB)'

C) S(DC) o S(CA)'
3) Onnote f = S(BD) 0Sco S(AB)'
a) Déterminer f(A) puis la nature et les éléments caracteristiques de f.
b) En déduire la nature de la transformation S¢gpy 0 S.

EXERCICE 18

Dans un plan orienté on considére un losange ABCD tel que AB = BC = CD = DA =5 et
Mes(ﬁ,ﬁ)z g On désigne par 1, J, K, L et O les milieux respectifs des segments [AB], [BC],
[CD], [DA] et [BD]. On note (4) la médiatrice de [AB] et (4") celle de [CD].

1. Soit f I’isométrie du plan définie par f(A) = B, f(B) =D et f(D) = C.

2. a) Prouve que f est un antidéplacement.

b) Démontre que f est une symétrie glissée.

3. Soit S la symétrie d’axe (4) et r la rotation de centre B et d’angle ——.
@) .
a) Démontre que f =10 S, .
b) A-t-on f =Syeor?
4. Soit S gy la symétrie d’axe (BC).a) Déterminer I’axe de la symétrie orthogonale s telle que 7 =

S(BC) °S.
b) Deéduis-en que f peut s’écrire sous la forme f = Sy © t; OU tyest une translation dont on precisera
le vecteur.

5. Soit t, la translation de vecteur %ﬁ onpose g =t;1of.

a) Determine g(D), g(I) et g(0). Détermine g.
b) Déduis-en 1’axe et le vecteur de f.

C-4 SITUATION COMPLEXE

Exercice 19
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Lors d’une sortie détente du club de Mathématiques
d’un lycée, on propose un jeu dont le support est la
figure ci-contre.

Dans cette figure, les triangles BAC, BOC, CIA, BAJ
sont isoceles rectangles et superposables

Ce jeu consiste a trouver les transformations du plan A
permettant de transformer le triangle CIA en chacun des
cing triangles de la figure.

Aucun éleve de terminale C n’ayant participé a cette
sortie, les éléves présents éprouvent des difficultés pour 0 I
trouver toutes les solutions. C

En utilisant les outils mathématiques au programme, trouve la solution a ce jeu.

CORRECTIONS D’EXERCICES

EXERCICE 3

Lf(A)=C | f(C)=B  [f()=1I | f(L) =K |

EXERCICE 4

f=Sap) et gestlasymétrie glissée d’axe (AD) et de vecteur BC.

EXERCICE 9
1. f est une rotation d’angle g

f=r(p,m° g = Swo) ° Soo) ° Swo) ° Swy = Smor) °Sw) = I(o,T)
On a (DO’) est I'image de la droite (DC) par la rotation de centre D et d’angle E.
(L) est'image de la droite (DC) par la translation _716?

2. g est une rotation.

TC T
g=r (Bi ;) ° the =S@B0) ° S(BC) ° SBC) ° S(001) = S(BO) °© S(00r) =T (Oi 5)

3. h est une rotation
TT T
h=tggor (O; E) tsa =t ° Sac) © S@) ° S ° Spoy=teg ° T (C; E)

T
=S(001) ° S(BC) ®S(BC) © S(AC) = S(00) ° S(AQ)=T (03 ;)

Exercice 10
a) r(B)=Aet r(M)=Q.
¢ B b) r(AB) = (AD) et r(MN) = (MP) car M, Q et P sont alignés.
M2 N Or {N} = (MN)N(AB) et {P} = (MP)n(AD) donc r(N) = P
I c) r conserve le produit scalaire donc

Q r NA.NB = r(N)r(A) .r(N)r(B) =PD.PA

X N_|P = PA.PD.
D i A A D

B A
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d)

r Donc (NC).L(BP) et NC=BP car r est une rotation
C |B d’angle — =
P 2

Exercice 13

1. Soit {A;,1 < i < n} I’ensemble des sommets de T'.

O =isobar{A;, 1 < i < n}. f étant une isométrie , f conserve le barycentre d’un systéme de points
pondérés en particulier f(O) = isobar {f(A;),1 <i < n}.

Orf(T)=T c'est-a-dire {f(A;),1<i<n}={A;1<i<n}. Parsuite f(O)=0.

2. Soit g une isométrie différente de 1’identité et laissant globalement invariant IT".
On a: O est un point invariant de g d’apres 1) . L’ensemble des points invariants de g est non vide. g
est donc soit une symétrie orthogonale, soit une rotation.

Exercice 19

Les cing triangles sont : CIA ;BAC ; BOC ; BAJ et 10J

e L’application identique transforme CIA en CIA
e Latranslation de vecteur IA transforme CIA en BAJ
e Latranslation de vecteur IC transforme CIA en BOC

e Lacomposée de la translation de vecteur ICetla symétrie orthogonale d’axe (BC) (symétrie
glissée) transforme CIA en BAC
e [’homothétie de centre I et de rapport 2 transforme CIA en OIJ
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