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Lecon 6 : NOMBRES COMPLEXES

A -SITUATION D’APPRENTISSAGE

Des ¢léves d'une classe de terminale s'interroge sur ce qu’ils viennent de découvrir a
I'exposition sur les journées mathématiques organisée par la Société Mathématique de Cote
d'lvoire (SMCI). Dans un stand sur les équations on peut lire :

Au début du XVIeme siecle, le mathématicien Scipione dal Ferro, propose une formule
donnant une solution de I'équation du 3éme degré x> + px = q

3;/q—w/qz+4»p3/27 n 3\/6]+1/q2+4p3/27
2 2

X =

A la fin du XVleme siécle, le mathématicien Bombelli applique cette formule a I'équation
x3 - 15x = 4.

Il obtient littéralement : x = Y2 — 11v—1 + V2 + 11V—1.

Les éléves sont intrigués par la notation v/—1 car depuis la classe de troisiéme ils savent que la
racine carrée d'un nombre négatif n'existe pas. Leur professeur de mathématique explique qu'en
mathématique, lorsqu'une équation n’a pas de solutions dans un ensemble, une démarche
naturelle (et historique) consiste a en chercher dans un ensemble plus grand. L’ensemble
numeérique le plus grand que 1’on a rencontré est R. Pourtant, 1’équation x> + 1 = 0 n’a pas de
solutions dans R. Il a fallu envisager un autre ensemble dans lequel I’équation ci-dessus admet
des solutions.

Les éléves décident d'en savoir d'avantage sur ce nouvel ensemble.

B - RESUME DE COURS

I. ETUDE ALGEBRIQUE

1. Notion de nombre complexe

a- Definition

on appelle nombre complexe tout nombre de la forme a + iboua € R,b ER eti? = -1
L’ensemble des nombres complexes est noté C .

Propriété et définition

Tout nombre complexe z s’écrit de fagon unique sous la forme z = a + ib;



La forme a + ib est appelée forme algébrique du nombre complexe.
Le nombre réel a est appelé la partie reelle du complexe, on note : a = Re(2).
Le nombre réel b est appelé la partie imaginaire du complexe, on note : b = Im(z2).

Un nombre complexe dont la partie réelle est nulle est un nombre complexe imaginaire pur.
L’ensemble des nombres complexes imaginaires purs est I’ensemble noté iR.

Un nombre complexe dont la partie imaginaire est nulle est un nombre réel.
Ona: Rc C ¢t iR c C.
Le seul nombre complexe a la fois réel et imaginaire pur est le nombre nul 0.
Les calculs se font dans C comme dans R en tenant compte du fait que i? = —1.
Exemples :

e z =3 — 2i estun nombre complexe de partie réelle 3 et de partie imaginaire —2.
e z = 5i est un nombre complexe de partie réelle 0 et de partie imaginaire 5, z = 5i est
un complexe imaginaire pur.

b- Opérations dans C

Soientz = a +ib et z' = a’ + ib" deux nombres complexes donnés.

o z+z =(a+a)+i(b+Db");
o zXxXz =(aa'—bb")+i(ab" + a'b).

e Pour tout nombre complexe non nul, (a; b) # (0;0) et é: 4 ; P

—1 .
aZ+b? aZ+b2

. 1
e Soient z et z' deux nombres complexes tels que z # 0 ; Z;' =2z X ~.

Exercice de fixation

Donne la forme algébrique de chaque nombre complexe z :

2
1-3i°

Nz=Q+4)+(=5+0):2) z=2-)B+20):3)z=

Solution
Dz=Q2+4)+(-5+i)=2-5+(+1)i=-3+5i.

2)z=02-DB+2)=(2x3-(-1x2))+(2%x2+3%x(-1))i=8+1.

2 1 1 . (=3 Y _ (1 ,.3\_1, 3.
3)Z_1—3i_2x1—3i_2(12+(—3)2 l12+(—3)2)_2( ti )_ T3t

c) Propriété

Soit z et z’ deux nombres complexes.



z =127 & Re(z) = Re(z') et Im(z) = Im(z").
z=0& Re(z) =0etIm(z) = 0.

Exercice de fixation
Soitz=a+2+i(b+5)etz' = -1+ 3i deux nombres complexes.
Détermine les réels a et b pour que z et z’ soient égaux.

z =27 & Re(z) = Re(z") et Im(z) = Im(z")
a+2=-1__. (a=-3
pas—z (i

z et z' sont égaux lorsque a = —3 et h = —2.

on a donc {

Remarque :

Pour tout nombre entier naturel n, ona: i*" = 1; i*"*1 = j; {42 = —1; {43 =
Exercice de fixation 1

Ca|CU|e i2019 et ilOOOOOOOOO

Solution

72019 _ i4><504+3 —— - 71000000000 — i4-><250000000 =1

i i ;i

Exercice de fixation 2
Détermine la forme algébrique du nombre complexe : (1 - 2i)°

Solution
(1—20)° = X CE157R(—20)*

(1—20)° = CQ15(=20)° + C51*(=2i) + C213(=20)% + C312(=2i)3 + C51(—20)?
+ C51°(=2i)°

(1-20)° =15(=2)° + 5 x 1*(=2i) + 10 x 13(=2i)? + 10 x 12(—=2i)3 + 5 x 1(—20)* +
1x 1°(=2i)°
(1-12i)5=1-10i —40 + 80i + 80 — 32i = 41 + 38i.

2. Conjugué d’un nombre complexe

Définition

Soit un nombre complexe ztelque z = a + iboua € R,b € R . Le nombre complexe
conjugué de z est le nombre complexe noté z tel que z = a — ib.

Exemples :



Nz=1,2z=1;2)z=i;z=—-i;3) z=1+3i;z=1-3i;
4)z=2i-3;7Z=-3-2i

Propriété 1
Soit(z;z)eCxCneN
(i).Z = z.

(i) z+ 2 =Z+2;z+7Z=2Re(2) ;z—zZ = 2iTm(2).

n

|
N|

(iii).zxz' =2xz ;z

~ |

(iv). pour z # 0,6= Zé ; (Z;') =

N||N

(V). Pourz=a+ib,zxZz = a®+ b?

Exercice de fixation 1

1)Soit z = 1 — 3i un nombre complexe
Calcule:zx z,z+ Zetz — Z.

2) Détermine le conjugué de chacun des nombres complexes suivants :

z=i(V2 — 3i)etz' = (4 + 3i) + (=5i- 1).

Solution
1)
zX 7 = (Re(2))? + (Im(2))? = 12 + (-3)% = 10.

z+Z=2Re(z) =2%x1=2.
z—27z=2iIm(z) = 2i(-3) = —6i.

2)

z=i(vV2 = 3i) =i(vV2 — 3i) = —i(V2+3i) =3 - iV2.
7 =4+3i+-5i—1=4—3i+5i—1=23+2i.

Conséquences :
o s Y Z __Z |z _zXZ _ 2XZ
Pour tout (z;z") € C* X C; z zxz a?+b?’z  zxZ  a?+b?
Propriété 2
Soit z € C*;

(i-zeReIn(z) =027z =z

(ii)-z€i.Ro Re(2)=07z = —2z



Exercice de fixation
. 2-3i ‘ . . .
Soit le nombre complexe z = FLL x € R. Détermine le nombre réel x tel que z soit :

1) Un nombre réel ;
2) Un nombre imaginaire pur.
Solution

Comme x € R alors le nombre complexe z est bien défini.

_2-3i _ (2-3)(x—i) _ 2x-3  .3x+2

x+i x2+12  x2+1 x2+1°
3x+2 2 .
DzeR e Im(z) = O@xzﬂ =0e3x+2=0ox= —E.zestdoncreel lorsque x =

2

3"

2) z est imaginaire pur & Re(z)=0

S—=0&2x-3=0 x =2 zestdonc

x<+1

. . 3
imaginaire pur lorsque x = >

3. Module d’un nombre complexe

Définition

Le module du nombre complexe z = a + ib est le nombre réel positif noté |z| tel que

|z] = VaZ + b2.

|z| =Vz X .
Exemple
13— 4i| =32+ (-4)2=V9+16 = V25 =5.
li| = 1.
Propriétés

Soit(z;z') eCxC,n€N:

(i). Siz=a,a € IR alors |z| = |a].

(ii). Siz=1ib,b € IR alors |z| = |b|.

(iii). [z| = |-z| = |zl; |z x 2| = |z|.1Z']; |z""| = |z|™.

zr| |z

z

. 1 1
(iv). Pourz # 0, |;| =

|z

(V). |z + Z'| < |z| + |Z'| (inégalité triangulaire).



(vi). |z|? = zxZ = (Re(2))? + (Im(2))?

Exercice de fixation
Détermine le module du nombre complexe z chacun des cas suivants :

1)z=3-0)G3i —2);2)z=Q2+i) + (8—0);3)z= %;4)z=(3+i)3.

Solution
Dzl =1@-)Bi—2)| =13 —i| x[3i — 2| = /32 + (—1)2 x /32 + (-2)? = V130.

Dzl =12+ + B—-D)|=[2+8)+i(1—-1)|=]|10]| =10.

3)|Z|—|3_i _ 3=l _ V1o _ V5
“la-ivzl T |a-ivz2| T vis T 3

4) 1zl =13 + D = 13 +iI* = (V10)* = 10v10

I1- Représentation géométrique d’un nombre complexe

Dans la suite de ce chapitre, le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0; u,v’) ; on
I’appelle aussi plan complexe.

» A tout nombre complexe z = x + iy on associe le point M (x; y) du plan.
Reéciproguement a tout point A(a; b) du plan on associe le nombre complexe z, =

a + ib.

On établit ainsi une bijection entre C et P (plan).
Le nombre complexe z = x + iy est appelé affixe du point M. On note z,,.
Le point M (x; y) est le point image du nombre complexe z = x + iy . On note M(z) .

> On associe également a chaque vecteur w’(a; b) du plan le nombre complexe z =
a + ib appelé affixe du vecteur w’. On note z;> = a + bi.
Le vecteur w’(a; b) est le vecteur image du nombre complexe a + ib.

e (0,%) estappelé ’axe réel ;
e (0,7v) est ’axe imaginaire.

Soitw’, w’ deux vecteurs du plan, M et M’ deux points du plan et k € R.
Zywwi = Zw * Zwi  Zagn = Zmr — Zm € Zyg = k X Zgp

Exemple

Soit A(2 + i) et B(—4 + 7i) deux points du plan complexe.

Ona:zp=z5—24=—4+7i—2—i=—6+6i et
Zyq5 = 3 X z;5 = 3(—6 + 6i) = —18 + 18i.

Interprétation géométrique du module d’un nombre complexe.



z est un nombre complexe de point image M. Le point M et le vecteur OM ont le méme affixe

||0—M|| = OM = |z| , on en déduit que le module d’un nombre complexe z d’image M est la
distance entre les points O et M.

|zaizi| = |20 — zu| = MM'.

I1l. FORME TRIGONOMETRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL.

Le plan complexe est muni du repére orthonormé direct (0; u’,v").

1. Forme triconométrique d’un nombre complexe non nul

a. Arsument d’un nombre complexe non nul

Définition

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (0; u’,v"), soit z € C*
d’image M.

Un argument du nombre complexe z est une mesure en radian de I’angle orienté
Ww;0M) .

Si @ est une mesure de I’angle orienté (u’; OM ) alors arg(z) = ¢ + 2km, k € Z

a
cos(@) = 5

b

Siz=a+ib,(a;b) # (0;0) et ¢ = arg (z) alors ona:y :
sm((p) = m

Sia # 0 alors tan(¢) = Z.

Remarque



Tout nombre complexe non nul z admet un unique argument appartenant a 1’intervalle
|—m; m] appelé argument principal et noté Arg(z).

Exemples

(i). Pourz =a,a € R*;arg(z) = km,k €Z

(ii). Pour z = ib, b € R*;arg(z) = g + km, k € Z.
Exercice de fixation :

Détermine un argument du nombre complexe z dans chacun des cas suivants:

Dz=vV3+4i;2)z=1—-iV3 :3)z=1+1.

1) |z| = /(\/3—)2 + 12 = 2. Soit ¢ un argument de z .

V3
cos(g) =5

sin(¢) = >
arg(z) = %+ 2km  k € Z.

, on en déduit qu’un argument de z est % et tout argument de z est de la forme :

2) |z| = le + (—V/3)? = 2. Soit ¢ un argument de z .

1
cos(¢p) =3 ‘ .
_y3» on en deéduit qu’un argument de z est — - et tout argument de z est de la

sin(¢) = —
forme : arg(z) = —§+ 2km  k € Z.
3) |z| = V12 + 12 = /2 . Soit ¢ un argument de z .
cos(p) = g
sin(p) =7
arg(z) = %+ 2km , k € Z.

on en déduit qu’un argument de z est % et tout argument de z est de la forme :

Propriétés
Soient (z;z') e C* X C*,n €N :

o arg G) =arg(z) = —arg(z) + 2kn, k € Z
o arg(zxz') =arg(z) +arg(z’) + 2km,k €Z



o arg(z™) =n.arg(z) + 2kn,k €Z
o arg (Z;') = arg(z') — arg(z) + 2km, k € Z.

Exercice de fixation

Détermine un argument de chacun des nombres complexes suivants :

2= (-V3+)1-0;2) z=—==:;3) 2= (1 - D*(-V3 + )2

Solution
Posonsz; = —V3 +ietz, =1—i.
cos(¢) = sl
24| = \/(_\/g)z +12 =+/4 = 2 ; Soit ¢ un argument de z,, 2
sin(¢) =7
on en déduit qu’un argument de z est 5?71 et tout argument de z est de la forme :
¢ =2 +2kn keL
) cos(0) = £
|z,| = /12 + (—1)% = V2 ; Soit A un argument de z,,
\/_
sin(f) = —
on en déduit qu’un argument de z est — % et tout argument de z est de Ia forme :
0=—>+2kn,kez.
1)z =2z, X z, ,donc
arg(z) =arg(z,) + arg(z;) + 2kn = 5?” + _T” + 2kn = Z—Z + 2kn , k € Z.
2) z == ,donc
Z1
m 5w 137
arg(z) = arg(z,) —arg(z,) + 2kn = “17 % + 2km = BETE + 2km
_Ur + 2km, k € Z
T A

3) z = z,% x 2,3, donc
5m I8 11n
arg(z) = 2arg(z,) + 3arg(z,) + 2kn = 2 X 3 +3 X (— Z) + 2kn = ETA + 2km, k
EZ
Remarque
Si z est I’affixe du vecteur w” alors arg (z) est une mesure de 1’angle orienté (u , W)

Si z, et zg sont les affixes des points A et B alors arg (zz — z4) est une mesure de I’angle
orienté (W, AB)



b. Forme trisonométrique d’un nombre complexe non nul

Définition

Soit z = a + ib un nombre complexe non nul ; r = |z| et 6 un argument de z.

z s’écrit de fagon unique sous la forme :

z =r(cos(0) + isin(6)).
Cette écriture est appelée la forme trigonométrique du nombre complexe z.

Exemples
2 +2i = 2V2(cos (7) +isin(3)) ; 4i = 4(cos (5) +isin(3)) ; 5= 5(cos (0) + isin(0)).
Exercice de fixation :

Détermine la forme trigonométrique du nombre complexe z = —3 + i.

Solution

cos(p) = 3°

2
. 1
sin(p) = ;

|z| = \/(—\/3—)2 +12 =+/4 = 2; Soit ¢ un argument de z,

Ly " 5 . . )
on en déduit qu’un argument de z est ?” et la forme trigonométrique de z est :

z = Z(COS(S?”) + isin(%ﬂ)).

Passage d’une forme a ’autre :

(r =+a? + b?
| a
{ cosa = —
r
] b
k sina = —
r

Forme trigonométrique
Forme algébrique z = r(cosa + isina)
z=a+ bi
{a = rcosa
b = rsina

c. Forme exponentielle d’un nombre complexe non nul.
On pose e'? = cos(0) + isin(0).

Définition



Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument 8 .

On appelle forme exponentielle de z I’écriture z = re'?,

Exemples

2 +2i =2V2e's ; 4i=4e'z; 5 = 5el.

Exercice de fixation

Détermine la forme exponentielle de chacun des nombres complexes z suivants.
Dz=1+4+i; 2)z=1+iV3.

Solution

1) |z] = V12 + 12 = V2 . Soit ¢ un argument de z .

cos(p) = | . |
Sz onen déduit qu’un argument de z est: " L’écriture exponentielle de z est:
sin(g) = —
z =/2e'.
2)3) |z| = /12 + (+/3)2 = 2. Soit ¢ un argument de z .
cos(p) = %

J3>onen déduit qu’un argument de z est: g L’écriture exponentielle de z est:
sin(g) = —
2

i
zZ = 2e’s,

Remarques :

» Pour déterminer la forme trigonométrique d’un nombre complexe on calcule d’abord
le module de z puis un argument de z.

» La forme trigonométrique d’un complexe est bien indiquée pour déterminer les
produits, les quotients ou les puissances d’un nombre complexe.

Propriété
Soient z = re® et z’ = r'e'® deux nombres complexes non nuls.

. ;L r'=r

M) Z_Z‘:’{<p=9+2kn,kez
. = _.,—i0 .1 _1 _ig

(i) z=re 'Y ; Z.—re :

(i) z'xz=rrel®+o)

(iv) Pourtoutn € N,,z" = r"e'™f,



(v) Z;’ = gei(tp—a)

Exercice de fixation

1+i

1+iv3 '

Détermine la forme exponentielle de z =
Solution
Z=i—1 aveCz; = 1+i et z, =1+iV3.
2

.TT .TT
Zl - V2 ><elZ etZ2 = 2Xel§

.TT
U . T T . TT
= Z—1 = \Exe_rf = \/—2_ X el(Z_E) = E X e_lﬁ_
22 2xe'3s 2
Remarque

arg (M) = mes(ﬁ, R) + 2km.

ZB—ZA

2. Formule de MOIVRE et applications

a- Formule de Moivre

Propriété

Soit 6 € R et pourtoutn € Z .
Ona:(cos(@) + isin(8))™ = cos(nh) + isin(nh).
On appelle cette propriété la formule de Moivre.

Exercice de fixation
Soitz = (& + i 3300,
2 2
En utilisant la formule de Moivre justifie que : z = 1.

Solution

1

2= G+ = (cos (3) + isin(2))*® = cos (o) + isin

2
z = cos (100m) + isin(100m) = 1.

b. Formules ’EULER

Propriété

3007

)



SoitOeER etn€eZ;

i6 | -6 ] i6_,—i6
COS(B) =2 et 31n(9) =¢ ?
2 21
S inb 4 o—inb . inf_ ,—in6
En général : cos(n@) = % et sin(n@) = %
Remarque

Les formules d’Euler permettent de linéariser des expressions du type cos™(x)ou sin™(x).

Exercice de fixation
Soit @ un nombre réel et n un nombre entier relatif.
Exprime cos*(a) en fonction cos na et sin na.
Solution
cos*(@) = ((——)*
COS4(O_’) — E(Ci)(ela)zl(e—la)o + Ci(ela)3(€_m) + Cf(ela)z(e—ux)z + C43(ewc)1(e—wz)3
+ C;}(eia)O(e—ia)éL
COS4(C¥) — 1_16(ei4a + 4ei3ae—ia + 6ei2ae—i2a + 4_eiae—i3a + e—i4a)
cos*(a)= 11—6(ei4“ + 4e12% 4 6 + 4o 712 4 oH@)
cos*(a)= %6(61'4“ + e 4 4(e2% 4 e712%) 1 6)
cos*(a) = 1—16(2 cos(4a) + 8cos(2a) + 6)
4 1 1 3
cos*(a) = gcos(4a) + Ecos(Za) +

111- EQUATIONS DANS C

1.Résolutions d’équations dans C

1°) Racines carrées d’un nombre complexe.

a- Définition

Soit un nombre complexe z,, on appelle racine carrée du complexe, z, tout nombre
complexe ztel que : z2 =z, .

Meéthode



x*+y? =|z| (1)
Soit z=x+1iy;z>=2zy & {x?—y?=Re(zy) (2)
2xy = Im(z,y) (3)

b- Remarques :

= Tout nombre complexe non nul admet deux racines carrées opposees.

= Siz, € R avecz, > 0 alors les racines carrées de z, sont :

- ZO et Zo.

» Siz, € Ravec z, < 0 alors les racines carrées de Z, sont
AN

Exercice de fixation.

Détermine les racines carrées de chacun des nombres complexes suivants :
1)Z, = 8 — 6i.
2) zyg = =5
Solution
1)
|Z] = /82 + (—=6)Z = V100 = 10.

x2+y2=10 (1)
Soit z = x + iy une racine carrée de z,.Ona:q x* —y* =8 (2)
2xy = —6 (3)
(1) + (2) entraine 2x? =18 @ x> =9 x=-3oux =3
En remplacgant x par 3dans(3) onay = —1.

Donc les racines carréesde Z, =8 —6isont3 —i et —3 + i.

2) (iv/5)2 = —5i, donc les racines carrés de z, = —5 sont —iv/5 et iV/5.

2. Equations du second degré.

Propriété
Soit a, b et ¢ sont des nombres complexes avec a # 0. Soit A= b? — 4ac.
Si & est une racine carrée de A, alors les solutions de I’équation az? + bz + ¢ = 0 sont :

—-b-6 —b+6
et Zy =

2a '



Exercice de fixation

Résoudre dans C chacune des équations suivantes :

1) (E):z>+5z—14=0.

2) (Ey):z2—2iz—1=0.

3) (E3):z% + 2iz+3 = 0.

4) (Ey):z>—(1+Dz+2—-i=0.

Solution

1)

(E)):z>+5z—14=0.

A= 81 .0Onobtient S = {—-7: — 2}.

2)

(Ep):z2—2iz—1=0.

A= 0.0On obtient S = {i}.

3)

(E3): z% 4+ 2iz+3 = 0.

A= —16 = 16i% = (4i)?. Une racines carrée de —16 est 4i.
On obtient § = {—3i;i}.

4)

(ED:z2—(1+)z+2—-i=0.

A= —8+ 6i . Soit § = x + iy une racine carrée de A.

x*—y*=-8 (1
x2+y?2=10 (2)
2xy =6 3)

MD+R2)=x=1oux=-1.

En remplacant x par 1 dans (3)ona 6 = 1+ 3i.

—(-1-i)—(1+3i)  1+i—-1-3i —2i
Z1 = = = — = —1
2%x1 2 2
—(=1-i0)+(1+3i 1+i+1+3i 2+4i .
7, = (143D = =22 =142

2X1 2



On obtient § = {—i;1 + 2i}.

Remargues :

o Sia,betcdesréels avec a # 0 et A= b?> — 4ac < 0 alors I’équation
az? + bz + ¢ = 0 adeux solutions complexes conjuguées.

o Pour résoudre une équation du second degre dans C, on a pas besoin de
déterminer les deux racines carrees de A.

3°) Racine n-iéme d’un nombre complexe.

a. Racine n-iéme d’un nombre complexe.

Définition

Soit un nombre complexe Z, # 0 et n € N avec n = 2. On appelle racine n-ieme de Z0

tout nombre complexe z tel que z™ = Z,.
Propriété 1

.0+2km

Soit Z, = Re' ; les racines n-ieme de Z, sont z, = VR x e " n aveck €
{0;1;...;n—1}

Propriété 2

Les racines n-iéme d’un nombre complexe sont les affixes des sommets d’un polygone
régulier de n cotés inscrit dans un cercle de rayon VR .

Exercice de fixation
Soit: Z = 8(1 + iV3).
Détermine les racines 4-iéme de Z.

Solution

Ona: Z =16 (cosE + isinz).
3 3

Soit z = p(cosx + isinx) , p >0 et x € R. Alors z* = p*(cosdx + isin4dx).

. p* =16 . p=2
=7 4x =2+ 2km, k€L D ou: x:%#‘?” , k€{0;1;2:3}

e Pourk=0, x=—, Zyg =2 (cosl+isin£)
12 12 12



71T 71T . . IT
e Pourk=1,x=—, z;=2 (cos—+ Lsm—)
12 12 12
13m 131 . . 13m
 Pourk=2,x=—, z,=2 (cos—+ Lsm—)
12 12 12

19 19 . . 19
e Pourk=3, x =—", Zz = 2 (cos—"+ lsm—n).
12 12 12
Les racines 4-ieme de Z sont z, ; z;; z, et zs.

b. Racine n-iéme de ’unité.

Définition :
Une racine n-iéme de 1’unité est une solution dans C de 1’équation : z" = 1.

Les racines n-iéme de ’unité sont :

.2km
zp=e"n = cos(%) + isin(%) aveck € {0;1;...;n — 1}.

Exercice de fixation :

Détermine les racines n-iéme de 1’unité dans chacun des cas suivants.
Dn=2;2)n=3;3)n=4;4)n=>5.
Solution

v Pourn=2;z%=1.

.2km

Les solutions : z, = e" 2 ,k € {0; 1} ; soit zy = 1l et z; = —1.

v’ Pourn=3;z3=1.

.2km
Les solutions : z, = e = ,k € {0;1;3}
1 . V3 1 . V3
Zo=1; zlz——+l£ etZZZ———lE.
2 2 2 2

Onposej=—%+ig,ona:j2:f etj?+j+1=0.

v Pourn=4;z*=1.

.2km
Les solutions : z, = e+ ,k € {0;1;2; 3} ; soit
ZO=1; lei; Z2=_1;Z3=_i.

v Pourn=5:z5=1.

.2km

Les solutions : z, = e s,k € {0;1;2; 3; 4}.

Remarques :



o Les images des racines n-iéme de 1’unité sont les sommets d’un n-polygone
régulier inscrit dans le cercle trigonométrique.

o Sizg # 1 estuneracine n-iéme de I’unité alors z;, = z,,_y.

o Sizy # 1 estune racine n-iéme de I’unité alors les racines n-iéme de I’unité
sont: z, = z,* avec k € {0;1;..;n— 1}.

o Siz,k€{0;1;..;n— 1} sont les racines n-iéme de 1’unité
alors.)y-oz;x = 0.

Si z, est une racine n-ieme de Z, alors les racines n-ieme de Z, sont

.2km
Z, =zo X e n aveck € {0;1;...;n— 1}.

C- SITUATION COMPLEXE

Des éleves d’une classe de terminale scientifique découvrent en préparant un exposé sur les
ensembles de nombres dans la bibliotheque de leur Lyceée, la propriété suivante :

« On dit qu’un entier naturel A est la somme de deux carrés, s’il existe deux entiers
naturels x et y tels que A = x? + y* . Si A est la somme de deux carrés, alors A™ est
aussi la somme de deux carrés pour pour tout entiern > 1 » .

Un éléve ne faisant pas partie du groupe chargé de I’exposé ne comprend pas cette
information. 1l sollicite ses camarades pour 1’aider.

I1Is informent leur professeur de mathématique, qui leur dit d’utiliser leur connaissance sur les
nombres pour Vérifier cette information.

Demontre cette proprieté pour ton ami.

Solution
» Pour confirmer cette information, je vais utiliser les nombres complexes.
» J’utilise un nombre complexe bien choisi.
» Le carré du module de ce nombre complexe est le nombre que je choisis.
> Développement :
> SoitA =x2+y2 Posonsz =x +iy avecx € Zety € 7.

Ona:A = |z|%
Soit ne N,n # 0.
e En utilisant un raisonnement par récurrence, je justifie que pour tout n >
1,z" = x, + iy, avecx, €EZ et y, € L.
zl =z =x+1iy avecx € Z ety € Z. La propriété est vraie au rang 1.
Soitn e N,n > 1;
Supposons que z"* = x,, + iy, avec x, € Z et y, € Z (R);



Démontrons que z™! = x4 + iYp41 avec xp1 EZ et y,.q €L
z"1 =z x 2" = (x + iy) (x, + iy,) d’aprés (R).
z" = (xxn - yyn) + i(yxn + xYp)

2" = Xpiq + Ypeq avec Xnyq = (XX — yYn) €L et Ypyq = (yxn + xyn) € L.

La propriété est vraie au rang n+1.
Conclusion : pour toutn > 1,z" = x,, + iy, avecx, € Z et y, € Z.
Siz=x+iy avecx € Zety € Z alors

e SoitA = x?+y2.
On a:A = |z|?.
Soitn € N,n > 1.
A" = (121" = (12")? = x2* + y %

» Conclusion : si A est la somme de deux carreés, alors A™ est aussi la somme de deux
carrés.

D- EXERCICES

1. EXERCICES DE FIXATION

Exercice 1

Ecris sous forme algébrique les nombres complexes suivants :z = (1 +i)(v/3 + i) et z’'
1+i

V3+i
Solution
z=A+)(3+i) =V3+i+iV3+i2=V3-1+i(1+V3)
gLt 1+)E3-1) =(\/§+1)+i(\/§—1)=(\/§+1)+i(\/§—1)
V3+i (V3+DE3-10) 4 4 4
Exercice 2

Ecris chacun des nombres complexes 1 + i et /3 + i sous forme trigonométrique et sous
forme exponentielle :

Solution
o |1+il=+2
Soit x= arg (1 + i)
V2
. COSC!=7 -
Ona: . ﬁ:>“_2
sma=7

Donc1+4+i= \/E(cos% + isin%) = \/Eeiz



e |[V3+i|=2
Soit @ = arg (1 +1i)

Ona:

DoncvV3+i=2 (cos% + ising) = 2¢e%

2. EXERCICES DE RENFORCEMENT

Exercice3

Ondonne:Z = (1 +i)(vV3 +1)

1. Ecris le nombre complexe Z sous forme trigonométrique et sous forme algébrique.
ST 5 . 5
2. Déduis-en les valeurs exactes de cos — et sin—.

Exercice4
Résous dans CI’équation suivante

(-2+ )z + (4 —-5)z+3—-i=0

3. EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 5
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0, €;, €,). Unité graphique : 2cm
1) Déterminer les racines carrées du nombre complexe 8 — 6i
2) On considére le polynéme P défini par P(z) = z3 + (=1 + i)z? + (2 + 2i)z + 8i
a) Demontrer que P(z) admet une unique racine imaginaire pure ai qu’on déterminera
b) Déterminer les complexes a; b et ¢ tels que P(z) = (z — ai)(az? + bz + ¢)
c) Résoudre dans C I’équation P(z) = 0
3) On considére les points A; B et C d’affixes respectives —1 — i; 2 — 2i et 2i
a) Placer les points 4; B et C

b) Quelle est la nature du triangle ABC ? Justifier votre réponse



¢) Déterminer I’affixe du point D tel que le quadrilatere ABCD soit un parallélogramme
4) On considere le point E d’affixe 2 + 2i
a) Placer le point E

b) Démontrer que les points A4; B; C et E sont situés sur un méme cercle dont on précisera
le centre et le rayon

Solution
1) Déterminons les racines carrées de8 — 6i

Posons:Z =8—-6i. |Z| =10
Soit: z=x+iy (x€R,y€R)

x?+y? =10
7’=7< x2—y2—8
2xy = —6

2x% =18

x>=9 ,dou x=3o0ux=-3.

Pour x = 3, 2X3y=—6. Douy=-1

Pourx =-3, 2X(-3)y=—-6. Douy=1

Donc, les racines carrées de 8 — 6i sont: 3 —i et —3 +1i.

2) P(z2) =23+ (—-14+1)z?+ (2+ 2i)z + 8i

a) Demontrons que P(z) admet une unique racine imaginaire pure ai
aiest une racine imaginaire pure de P(z)signifie que :
(i)®+(-1+)x(ai)?+2+2)Xai+8i=0

—iod+a?—ia?+2ia—2a+8i=0
a’?—2a+i(—<E—a?+2a+8)=0

a’?—-2a=0
oB—a?+2a+8=0

On obtient Iesystéme:{_
a’?—2a=0=a=0oua=2
Ona: —03—-02+2%x0+8=8, 8%0
—23-2242%x248=-8—-4+4+4+8=-12+12=0

Donc, la racine imaginaire pure de P(z) est 2i.



b) Déterminer les complexes a; b et ¢ tels que P(z) = (z — ai)(az? + bz + ¢)
Ona:P(z) =(z—2i)(az?+bz+c) =az?+ bz? + cz — 2iaz? — 2ibz — 2ic
=az3®+ (b —2ia)z%? + (c — 2ib)z — 2ic
a=1
b—2ia=-1+i

c—2ib=2+2i
—2ic = 8i

Par identification :

Onendéduitque:a=1, b=—-1+3i , c=—4
Dou: P(z) =(z—20)[z?+ (—1+3i)z— 4]
¢) Résolvons dans C, I’équation P(z) = 0
P(2)=0=z—-2i=0o0uz?+(-1+3i)z—4=0
z=2iA=(-1+3i)?—-4Xx1x(—4) =8—6i
D’aprées la question 1, les racines carrées de A sont: 3 —i et —3 + i.

_ 1-3i+3-i 1-3i—3+i

Zl_ > :2_2l etZZZ 2 :_1_l

Donc S¢c ={2i;2—-2i; —1—i}.
3) a) Plagons les points A, B et € (Voir graphique)
b) Nature du triangle ABC

Zg—z4 2-2i+1+i 3—i —i(1+3i)
Zc—2z,  2i+14i  14+3i  1+3i

Donc, le triangle ABC est rectangle et isocéle en A.
¢) Déterminons I’affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme
Pour que ABCD soit un parallélogramme il faut : zz; = z5;
Zp — Zc = Z4 — Zp
Zp—2i=—1—0—2+2i. Dou: zp =-3+3i
4) a) Placons le point E d’affixe 2 + 2i (\Voir graphique)
b) Démontrer que les points A; B; C et E sont situés sur un méme cercle.

e Letriangle ABC étant rectangle en A, donc il est inscrit dans le cercle de diametre [BC].
Zc—Zg __ 21—2-21 __ -2 1

=2 =_2

zZp—zp  2-2i-2-2i —4i 2




- %i € iR", alors le triangle BCE est rectangle en E.

Donc, il est inscrit dans le cercle de diamétre [BC].

Ainsi, les points 4; B; C et E sont situés sur le cercle de diametre [BC].

Son centre est le milieu de [BC]. Son affixe est # =1, donc ¢’est le point .

Exercice 6

1) Détermine le module, un argument, la partie imaginaire et la partie réelle des racines
quatriemes de - i

2) Place dans le plan complexe les points images de ces racines

3) Calcule la somme et le produit de ces racines

Exercice 7
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O ; U; V) d’unité 1 cm.

On considére dans C I’équation (E):z3+ (=8 +i)z? + (17 — 8i)z + 17i = 0.
1) Démontrer que (E ) admet une solution imaginaire pure z, que 1’on précisera.
2) Determiner les nombres complexes a et b tels que :

23+ (-8+4+i)z2+ (17 -8i)z+ 17i = (z — z9)(z* + az + b)

3) Résoudre I’équation (E).



4) Soit A, B et C les points d’affixes respectives 4 +i, 4 —i et-1.
a) Placer ces points dans le repére (0; U; V)

b) Q est le point d’affixe 2. Calculer I’affixe du point S tel que QAS soit un triangle isocéle et
rectangle en Q de sens direct.

c) Démontrer que les points B, A, S et C appartiennent a un méme cercle (I' ) dont on
précisera le centre et le rayon.
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