THEME : Fonctions numériques
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Theme : Fonctions numériques

LECON 3 : LOGARITHME NEPERIEN

Durée : 12 heures Code :

A-SITUATION D’APPRENTISSAGE
Le médico-scolaire de ta commune organise une campagne de dépistage de la fievre typhoide dans
ton établissement. Apres avoir examiné n éleves pris au hasard, le médecin-chef affirme que la
probabilité d’avoir au moins un éléve non atteint de la fievre typhoide dans cet établissement est de
1- (0,325)".
Afin de sensibiliser davantage les éléves contre cette maladie, le chef de 1’établissement veut
connaitre le nombre minimum d’éléves tel que la proportion d’avoir au moins un éléve non atteint
de la fievre typhoide soit supérieur a 98%. Il sollicite ta classe.
Apres plusieurs essais infructueux avec la calculatrice, la classe décide de s’informer sur la
résolution de ce type d’inéquation aupres de son professeur de Mathématiques.

B. RESUME DE LA LECON
I. Définition et propriétés algébriques.
1. Définition et notation

a) Définition
La fonction logarithme népérien, notée In, est la fonction dont la dériveée sur ]0 ; +oo[ est la
fonction : x Hi et qui s’annule en 1.

b) Conséquences de la définition
e L’ensemble de définition de la fonction : x = In(x) est ]0; +oo[
e In1=0 (I"image de 1 par la fonction In est 0)

e La fonction logarithme népérien est dérivable sur ]0 ; +oo[ et pour tout x >0, In’(x) = S

X

Exercice de fixation

Reponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations suivantes :

Affirmations Réponses
L’ensemble de définition de la fonction :
x ~ In(x) est R

In(1)=0

Pour tout x >0, In’(x) = i

La fonction logarithme népérien est la dérivée sur
10; +oo[ de la fonction ; x ~ i




L’image d’un nombre réel négatif par la fonction In

existe.

Solution
Affirmations Réponses
L’ensemble de définition de la fonction : Faux
x = In (x) est R
In(1)=0 Vrai
Pour tout x>0, In’(X) = i Vrai
La fonction logarithme népérien est la dérivée sur Faux
]0; +oo] de la fonction : x — i
L’image d’un nombre négatif par la fonction In Faux
existe.

2.Propriétés algébriques

Propriétés :
Pour tous nombres réels a et b strictement positifs :
e In (a X b) =In(a)+ In(b) . |n(§) =In(a) - In(b)

e« In3) =-In(b)
* In(2) = In(a)

e pourtout n e Z, In(@") =nlIn(a)

Exercices de fixation

Exercice 1

Exprime en fonction de In2 et In3 chacun des nombres suivants :

A = In(24) B=In (g) C = In(3%) — In(2%9)
Solution

Ona:A =1n(24) = In(23 x 3) = n23 + In3 = 3In2 + In3
B =1In (E) = [n2 —In3
C = In(3%) — In(2*) = 5In3 — 4In2

Exercice 2

Ecris chacun des nombres suivants sous la forme In (k) ou k est un nombre réel strictement
positif.

D =1In(5) +1n (3) E =1In(2) —In (0,1) F =41In5

Solution

Ona:D =In(5) +In (3) = In(5 x 3) = In (15)
E =1n(2) — In(0,1) = In (&) = In (20)

F =41In5 = In(5*% = In (625)



Il. Limites, sens de variation et représentation graphique de la fonction logarithme népérien.

1. Limites de référence.

Propriété
Q) xl_l)r_{loom X = +o0. (3) l)lcr_r)lgcln x=0
>
. _ . Inx
(2 )1(1;1)1(1)In X = -00 4) xl_l)erT =0

Exercice de fixation
Calcule les limites suivantes :

1) lim (x + Inx) 2) lim (x + Inx) 3) lim x(1— mTX) 4) lim x(1 + Inx)
x-0 x—0

X—+00 X—+00
> >
Solution
1) lim (x + Inx) = —co car limx = 0 et lim Inx = —o0
x—0 x—0 x;O
>

2) lim(x+Inx) =+4oocar lim x = 4+oet lim Inx = 4o

X—+00 x—400 X—+00

3) lim x(1—2%) = +oocar lim x = +owet lim (1 -2 =1
x X—+00 X

X400 xX—+00

4) lim x(1 + Inx) = lim (x + xInx) = 0 car lim x = 0 et limx Inx = 0
x-0 x-0 x-0 x;O
> >

2. Dérivée et sens de variation de la fonction logarithme népérien.

e Pourtout x>0, In'(x) = i et §> 0, donc la fonction In est strictement croissante sur
10 ; +oo.

e Tableau de variation




Exercice de fixation

Soit la fonction f de R vers R définie par: f(x) = 2x + Inx.
1. Détermine I’ensemble de définition Dy de f

2. Calcule f'(x).
3. Etudie le sens de variation de f .

Solution
1. x€ Df x>0 donc Dy =]0;+oo]
2. pour tout x élément de ]0; +oo[, f'(x) = 2 + i
3. Sens de variation de f .
Pour tout xe]0; +oo[, 2 + % > 0donc f'(x) >0
D’ou f est strictement croissante sur ]0; +oo.

Exercice de maison

Soit la fonction f de R vers R définie par: f(x) = 1 — x + Inx.
1. Détermine I’ensemble de définition Dy de f et calculef’(x).
2. Etudie le sens de variation de de f.

I11. Résolution d’équations et d’inéquations comportant la fonction In.

1. Propriéeté

Propriété :

Pour tous réels a et b strictement positifs,
e Ina>Inb équivauta a>b

e Ina=Inb équivauta a=b

Conséguences :

Pour tout nombre réel x strictement positif :
e Inx=0 équivauta x=1;

e Inx<0 équivauta 0<x<1;

e Inx>0 équivauta x> 1.

Remarque
Il existe un seul nombre réel noté e appartenant a |2; 3[ tel que : In(e) = 1 avec e =~ 2,718.

2. Exemples de résolution d’équations
Résous dans R chacune des équations suivantes :
1. m2x—1)=Inx+5); 2 Inx—2)=1 3. (Inx)>+Inx—6=0

Solution



1) In(2x —1) =In(x +5)
Ensemble de validité V
x€V o 2x—1>0etx+5>0

2)In(x—-2)=1
Ensemble de validité V
xeVeox—-—2>0

(:>x>%etx>—5 ‘E]’X>f
V=124
/=il
In(x—2)=1

In(2x — 1) = In(x + 5)
=2x—1=x+5

Sln(x —2) =1Ine
Sx—2=e

Sx=6 Sx=e+2
Comme 6 €V alors Si = {6} Comme e+ 2 €V
SR:{e'l‘Z}

3) (nx)*+Inx—6=0
xeV & x>0 donc V =]0; 400
Posons : X = Inx.
L’équation devient : X2+ X— 6 =0
Résolution de cette équation :
A=1+(—4)x (—6)=25= 52
X="Z=-30uX=""=2
On obtient :
(Inx)>’+Inx—6=0

SX=—3 0u X=2

Slnx=-3 ou lnx =2

s x=e30oux=e?
Comme e~ 3 et e? sont éléments de Vv
Sg = {e73;e?}

Exercices de maison

Résous dans R chacune des équations suivantes :
a)ln(2—x)=0; b)In(2x*+3) =In(7x);
e) (Inx)? — 2lnx —3 =10

3. Exemples de résolution d’inéquations
Résous dans R chacune des inéquations suivantes :
1. m(2x—-3)<1 ;2. (Inx)?=5lnx—6=0

Solution

c)2—Inx=0;

d) (Inx —2)(Inx+1) =0

DIn(2x-3) <1
Ensemble de validité V
xeV & 2x—3>0

Ensemble de validité V

2) (Inx)?—5lnx—6=>0

x€V & x>0 donc V =]0;+o0]

=10;e’] U [e?; +oo]

3

4:)3x ” 2 (Inx)?> = 5Inx —6 >0
V=];:+°°[ Posons Inx =X, .Ona: X* =5X+6 >0

A=25-24=1
In(2x—3)<1eln(2x—3)<In(e) | X=2 ou X=3
o 2x—3<e Etudions le signe de X?> — 5X + 6
@X<32 X —00 2 3 +o0
2 e X2 —5X+6 + Jof - Jo[ +

‘:’xe]_m‘T[ X2 —5X + 6 > 0 < Xe]—o0; 2] U [3; +oo[
S. =V n ]_oo_ 3+ e[ (Inx)? — 5lnx — 6 = 0 < Inx €]—o0; 2] ou Inx €[3; +oo[
R T2 S hx<2oulnx>3e x<e*oux=>e?

=]§.ﬂ o x€]-oo;e?] U e +oo|

27 2 Sk = VN (]-o;e*]u[e?;+oo[)

Exercice de maison
Résous dans R chacune des inéquations suivantes :
a) Inx—3>0 b) 2(Inx)? — 3inx — 2 < 0.

IV. Dérivée et primitives
1. Dérivée

Propriété

Si u est une fonction dérivable et strictement positif sur un intervalle K, alors In(u) est dérivable

u’

surKetona: (In(w))' = -

Exercice de fixation

Dans chaque cas, la fonction f est dérivable sur I. Détermine la fonction dérivée.

1) f(x)=In(Gx+2),I=1]0;13]




1

2) f(x) =In (2x2 —x—-1), 1= ]_OO;_E[
Solution
1) Pour x €]0;13[, f'(x) = —

2) Pour xe]—w:—z[,f( ) =

4x—1
2x2—x—-1

Exercice de maison
Dans chaque cas, la fonction f est dérivable sur I. Détermine leur fonction dérivée.
Df(x)=In(x*+2),I=R  2)f(x) =In(-3x), [ =]-2;—1]

2)f (x) =1In (=3x% +5x - 2), I = |51

2. Primitives

Propriété
Si u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle K, alors la fonction %’ a
pour primitives sur K, la fonction In(u)+ o (0€R)

Point méthode

Fonctions Primitives
fix = (x> 0) Fixo In(x)+k keR
fixw— “ ,c #0etcx+d >0 F:xv—>£ln(cx+d)+k ke R
x+d c
u'(x)
f:x'_)u(x)’ ux)>0 F:xo-In(ux))+k;keR

Exercice de fixation
Détermine sur I les primitives de chacune des fonctions suivantes :

a)f(x)zl et =]0; +oof b)f(x)z_3 7et1:]—oo;§[,
Q) f(X) = o 1 = 10; +oo

x2+x+3’

Solution
a) Déterminons les primitives sur | de la fonction f telle que : f(x) = i et I =]0; +oof
Les primitives de f sur ]0; +oo[, sont les fonctions F telles que : F(x) = In (x) + a (a€R)

b) Déterminons les primitives sur I de la fonction f telle : f(x) = —— et ] = ]—oo;%[

Les primitives de f sur ]—oo;g[ sont les fonctions F telles que : F(x) = —gln (=3x+7)+a
(aeR).
c) Déterminons les primitives sur | de la fonction f telle que : f(x) = xfi:; et ] =]0; +oo]

Soit u(x) = x? +x+3etu(x)—2x+1
Ona: f(x) = et pour x€]0; +oo[, u(x) >0

Les primitives de f sur ]0; +oo[ sont les fonctions F telles que : F(x) = In (x* + x+ 3) + «
(aER).

Exercice de maison
Détermine sur I les primitives de chacune des fonctions suivantes :

@) f(x) = —= +2 etI—]0-+oo[ D)f(x) = 2 et 1 = | +oo]
0) f) =—— 1= 1,3

—2x2+5x-3"



C- SITUATION COMPLEXE

Le médico-scolaire de ta commune organise une campagne de dépistage de la fiévre typhoide dans
ton établissement. Apres avoir examine n éléves pris au hasard, le médecin chef affirme que la
probabilité d’avoir au moins un éléve non atteint de la fievre typhoide dans cet établissement est de
1- (0,325)".

Afin de sensibiliser davantage les éléves contre cette maladie, le chef de 1’établissement veut
connaitre le nombre minimum d’¢éleéves tel que la probabilité d’avoir au moins un éléve non atteint
de la fiévre typhoide soit supérieur a 98%.Ne sachant pas faire , il sollicite ta classe.

En te basant sur tes connaissances mathématiques, détermine ce nombre minimum d’éléves.

Solution
Pour déterminer le nombre le nombre minimum d’¢éléves tel que la probabilité d’avoir au moins un
éleve non atteint de la fiévre typhoide soit supérieur a 98% :
e je vais résoudre une inéquation en utilisant la fonction logarithme In et une de ses propriétés
algébriques
e jevais conclure.

Résolvons dans IN I’inéquation : 1 — (0,325)™ > 0,98
1-(0,325)" > 0,98
e —(0,325)" > 0,98 — 1
< (0,325)™ < 0,02
& n(0,325)" < In (0,02)
& nin(0,325) < In (0,02)
In (0,02)
n>———=—
In (0,325)
< n = 3,48 donc lavaleur minimale de n est 4.

Conclusion

le nombre minimum d’¢éleves tel que la probabilité d’avoir au moins un éléve non atteint de la fievre
typhoide soit supérieur a 0,98 est 4.

D. EXERCICES

EXERCICES DE RENFORCEMENT

Exercice 1
Justifie que pour tout nombreréel > 1,ona:In(x+ 1) +In(x—1) =In (x2 - 1)

Exercice 2
Résous dans R chacune des équations proposées :
a)ln(3—-x) =2 b) In (x? — 6) = In (5x) c)1—Inx=0

d) (Inx —2)(Inx—1) =0 e) In2(x)-4In(x)+3=0

Exercice 3

Résous dans R les inéquations suivantes d’inconnue X.

a) In(xt1)>1 ; b) In(-x+2)<0 ; c)In(-2x+3)>In(x) ; d)In(x*+1)= In(-x+2)
e) In(x)+In(x+1)>0 ; f) (Inx-2) (Inx-1)<0

Exercice 4

Détermine la limite des fonctions suivantes en a :

2) f(X) =IN() ~3x et a=0; b)g(x) = —x—3-In(x) et a=-+oo;
¢) h(x) = x-2-In(x) et a = +oo.

Exercice 5



Dans chacun des cas suivants, on admet que la fonction f est dérivable sur son ensemble de
definition. Calcule la fonction dérivée de f.

a) f(x) =x—3—1In(x) b) f(x) = —x + 2 + In (%) ) f(x) =In(—-3x+4)
d) f(x) = =3x + 2 — In(x) e) f(x) =In(—x?+2x—1)
Exercice 6
Dans chacun des cas suivants, détermine une primitive de la fonction f sur K

8) f(x) = —= et K=]0; +oof b) f(x) = —— et K=]1; +oo]

_ 2x-3 1. _ 1 —1n.

c) f(x) = — s o K=]1; +oo[ d) f(x) = -5+ —et K=]0; +oo[

Exercice?

Soit la fonction définie sur R par : f(x) = —3x + In (x)
Détermine la limite de f en +oo puis en 0

Exercice 8

Pour chacune des fonctions suivantes ;

a) Calcule la dérivée.

b) Etudie les variations.

f(x) =-x+In(x) ;  g(X) =In(-3x?-2x+5) ; h(x) =-3x—1-In(x)

Exercice 9

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = 3-x-In(x).

a) Calcule les limites de f en 0 et en+oo.

b) Calcule la dérivee f” de f.

c) Etudie les variations de f et dresse son tableau de variation.

EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 10
Soit f la fonction définie sur ]O ; +oo par: f(x) = 2 — x + In (x).
1) a-Calcule la limite de f en +oo .
b-Calcule la limite de f en en 0, puis donne une interprétation graphique du résultat.
2) Calcule la dérivée f” de f.
3) Etudie les variations de f.
4) Dresse le tableau de variation de f sur ]JO ; +oo[.
5) Démontre que 1’équation f(x) = 0 admet une solution unique a sur [3 ; 4].
6) Trace la courbe représentative de la fonction f dans le repére orthonormé (O, I, J).

Exercice 11

On considere la fonction f définie sur R par : f(x) = 1 + x —In(x).

1) Calcule la limite de f en +o0 et en 0.

2) Calcule la dérivée f” de f sur R.

3) Etudie les variations de f.

4) Dresse le tableau de variation de f.

5) Trace (Cy), représentation graphique de f dans le repére orthonormé (O, 1, J).

Exercice 12

Soit la fonction f de R vers R définie par : f(x) = x — In (x). On note (C) la représentation
graphique de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, 1, J),

1. Précise I’ensemble de définition de f, noté Dy.

2. Calcule la limite de f en 0 puis interprete graphiquement le résultat.

Inx
3.a) Vérifie que pour tout nombre réel x > 0, f(x) = x (1 - T)
b) Déduis-en la limite de f en +co.



4. a) On admet que f est dérivable sur ]0; +oo[. Calcule f'(x).
b) Déduis-en les variations de f et dresse son tableau de variations.
6. Reproduis et compléte le tableau suivant :

X 0,25 0,5 1 1,5 2 2,5

f(x)

7. Trace (C) et (A) sur ]0; 3]

Exercice type Bac

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, J). L unité graphique est le centimetre.
On considere la fonction f dérivable et définie sur ]0; +oo[ par f(x) = —2x + 1 + Inx.
On note (C) la représentation graphique de f dans le repére (O, 1, J).

1. Justifie que chi% f(x) = —oo puis donne une interprétation graphique de cette limite.

>
3. Calcule la limite de f en +oo.
2. a) Vérifie que pour tout élément x de ]0; +oo[, f'(x) =
b) Etudie le signe de la dérivée f'(x) .
Déduis-en les variations de f'sur ]0; +oo[.
c) Dresse le tableau de variation de f.
4. Recopie et compléte le tableau des valeurs ci — dessous.
X 02505115 2 | 25] 3 [35]| 4
Arrondi d’'ordre 1 de f(x)

—2x+1
x

5. Construis ( C ) sur I’intervalle ]0; 4].

Solution
1. Justifions que }Ci_r)r(l) f(x) = —oo puis donnons une interprétation graphique de cette limite.
>

Ona: chi_r)r(l)f(x) = lim (=2x + 1 + Inx)

li >2 +1 1>
xlérg( x+1)
%i_)rr%)(lnx) = -
Inter?Jrétation graphique : la droite d’équation x = 0 est une asymptote a la courbe (C).

donc lim f(x) = —
>

2. Calculons la limite de f en +4oo.

Inx
lim f(x) = lim (—2x+ 1+ Inx) = lim x(—2+—-+—)
X—+oo X—+oo X—+00 X X

lim x = 4+
x—)+00

donc lim f(x) = —oo.
lim (—2+=+2% =2 A, )
X—+ 00 X X
3. a) Vérifions que pour tout élément x de ]0; +oo[, f'(x) = _2;”1
Pour tout élément x de ]0; +oo[, f(x) = —2x + 1 + Inx
—2x+1

Donc pour tout élément x de ]0; +oo[, f'(x) = —2 +% — .

X

b) Etudions le signe de la dérivée f'(x) .

Pour tout élément x de ]0; +oo[ ,x > 0 donc le signe de f'(x) est celui de —2x + 1.



f'(x) = 0équivauta —2x+1=0
équivauta  x = %
Tableau de signe de f'(x)

o h
f(x) +

e Pour tout xe]O;%[,f’(x) > 0.

e Pour tout er; +00[,f'(x) < 0.
Variations de f
e f eststrictement croissante sur ]0; %[

+o0

ST

e f est strictement décroissante sur E +oo[.
c) Dressons le tableau de variation de f.

[=]
N| =
+
8

—In2

2. Recopions et complétons le tableau des valeurs ci — dessous.

x 025|051 15| 2 |25

Arrondid'ordre1de f(x) |-32 |-0,7 |1 |-16|-23]|-31

5.Construction ( C) sur I’intervalle ]0; 4].
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