SECONDAIRE A ) )
Tle A COTE D’IVOIRE — ECOLE NUMERIQUE

MATHEMATIQUES

Theéme : Fonctions numeriques

LECON 4 : FONCTION EXPONENTIELLE

Durée : 12 heures Code :

A- SITUATION D’APPRENTISSAGE

Des éléves de terminale A travaillent les samedis dans le service marketing d’un grand magasin. Ce
magasin veut informer la population des nouvelles offres promotionnelles. Le service marketing a
observé que la proportion P de la population qui est au courant de ces nouvelles offres aprés t jours
d’annonces publicitaires est donnée par la fonction :

P(t)=1— e 021,
Le responsable du magasin veut arréter cette publicité lorsque 90 % de la population sera au courant
des nouvelles offres mais ne sait pas quand. Il te sollicite pour savoir le nombre de jours qu’il devra
consacrer a la publicité. Tu portes le probleme a ta classe. Ensemble, elle décide de trouver le
nombre de jour qu’il faudra.

B- CONTENU DE LA LECON

|- Définition et propriétés algébrigues.

1. Définition et notation

a) Définition
La fonction exponentielle népérienne, notée exp, est la fonction réciproque de la fonction
logarithme népérien.

b) Autre notation :
Pour tout nombrex réel , exp(x) se note également e* : exp(x) = e*.

c) Consequences de la définition
e [’ensemble de définition de la fonction exp est R.
e Pour tout nombre réel a strictement positif et pour tout nombre réel b,
In (a) = b équivaut a a = e.
o =1;el =e.
e Pour tout nombre réel a, e* > 0.
e Pour tout nombre réel a, In(e%) = a.

e Pour tout nombre réel a strictement positif, e!"® = a.

Exercices de fixation

Exercice 1
Réponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations suivantes :
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Affirmations Réponses
L’ensemble de définition de la fonction x: = e* est R
Le nombre e~10 est négatif.

Le nombre e° est égal a 0.

Le nombre réel, e™ (12) est égal a In12.

Le nombre In(e®!) est égal a 51

Solution

Affirmations Réponses

L’ensemble de définition de la fonction x: — e* est R | vrai

Le nombre e~10 est négatif. Faux

Le nombre e° est égal a 0. faux

Le nombre réel, e™ (*2) est égal 4 In12. Faux

Le nombre In(e®?) est égal & 51 vrai
Exercice 2

Ecris chacun des nombres A, B, C et D suivants sous forme de nombre rationnel.

A =1In(e®) B =1In(e™) C=elm D =e™In2

Solution
A =1n(e®) B=In(e™®) C=eln D=e"n2
=8 = -5 =3 :elnE
=1
"2

2. Propriétés algébriques

Propriété : Pour tous nombres réels a et b, r un nombre rationnel
a

e —
eaXeb=ea+b : e_bzea b

(ea)r — eaxr ’ eia — e—a

Exercice de fixation
Ecris chacun des nombres E, F et G suivants sous la forme e,k € R.

— .6 —4 — (a—2\4 _ et
E=e*>Xx e F=(e™) G= o
Solution
E=e®x e™* F=(e"®)* G=2
= e6+(_4) — e—2><4 e—5
X e —p4+5
=e =e
=9

I1- Limites, sens de variations et représentation graphigue de la fonction exponentielle

1. Limites de référence
D) lime‘=+w (2) lime*=0

X—>+© X—> —©0
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X

@) lim & =+ (4) lim xe* =0

X—>+wo X X—> —o0

Exercice de fixation
Calcule les limites suivantes :
a) lim (e*+3); b) lim 2xe*; c¢) liin (2x —1—¢€%)
X——00 X——00 X—+00

Solution
a. lim (e*+3) orlim e=0et lim 3 =3
X——00 X——00 X——00
Donc lim e*+3 =3
X——00
b. lim 2=2 et lim xe*=0
X—>—00 X—>—00
Donc lim 2xe*=2x0=0
X——00

c. lim 2x—1—e*= Ilim x(2—l—e—)
X—+00 X—+00 x x
lim x = 4o
X—+400
. 1 e* _
lim (2—;—;) = —

X—+ 00

=—00 car

2. Dérivée et sens de variation de la fonction exponentielle.

Propriété
La fonction exponentielle népérienne est dérivable sur R et pour tout nombre réel x,
La dérivee de la fonction x +— e”* est la fonction x +— e*

(e*)’=e*ete* > 0.
La fonction exponentielle népérienne est strictement croissante surlR.

Tableau de variation

X —00 + o0

e’ +

(0]
eX /-l—
0

Exercice de fixation
Soit la fonction f de R vers R définie par: f(x) = 2x + e*.

1. Calcule :f'(x).

2. Donne le sens de variation de f.

Solution

1. Pour tout x élément deR, f'(x) = 2 + e*.

2. Pour tout x élément deR, 7 ’(x) > 0 donc la fonction f est strictement croissante sur R.

3. Représentation graphigue de la fonction exponentielle népérienne

Page 3 sur 14



Notons (C) la courbe représentative de la fonction x +— e* dans le plan muni d’un repére orthonormé
O, 1,J).
Ona: lim e* = 0.Donc la droite d’équation y = 0, ¢’est-a-dire 1’axe (OI), est asymptote

X——00

horizontale a (C) en —oo.

G

. ©
3
el -
: |
|
I |
/ I
o7 6 5 4 =2 =2 40 I 2 3

111 - Résolution d’équations et d’inéquations avec la fonction exponentielle nepérienne.

1. Propriété
Propriété :
Pour tous nombres réels aetb :
ecized =az=h
eel<eP =@ax<h
ecf<eP =a< b
eei>eP=a>b
ee?>eP =ax> b

2. Exemples de résolution d’équations

Résous dans R chacune les équations suivantes :
1) e2x—1 — ex+5
2) e¥?2=5
3) e¥*+e*—6=0

Solution
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1) Ensemble de validité V:
V=R

2) Ensemble de
validité V: V=R

3) Ensemble de validité V: V=R

e+ eX— 6=0

eZX—l — ex+5 ex—2 =5 = (eX)Z + eX—6=0
&2x—1=x+5 & eX72 = elns Posons: X = e*. Donc X >0
©&x=6 & x—2=1In5 L’équation devient: X2+ X— 6 =0
Sg = {6} & x=2+1In5 Reésolution de cette équation :
Sg = {2 + In5} A=1+ (—4) x (—6) = 25 = 52
-1-5 -1+5

X = > ouX = >

X=-3 ou X=2,

e* = - 3 est impossible car e*> 0 pour

tout réel x,

e*=2ox=1In2

S]R = {IHZ}

3. Exemples de résolution d’inéguations

Résous dans IR chacune les inéquations suivantes :

1) e* 1 <8
2) e — 5eX+ 6=0

Solution

1) Ensemble de validité V:
V=R

< In (e2*1) < In8

< 2x—1<1n8
@X<1+21n8

1+In8
& X E|—00; >

1+ 1n8
SR=VN ]‘“”T[
1+ln8[

:]—OO, >

2) Ensemble de validité V: V=R

e?X— 5eX— 6>0
Posons eX = X,doncX>0 .Ona X2 —=5X+6=>0
A=25-24=1
X=2 ou X=3
Etudions le signe de X2 — 5X + 6

X —0o0 2 3 400
X?—5X+6 + o] - o] +
X2 —5X+ 6 > 0 & Xe]—o0; 2] U [3; +0]
Ona: e* €]—oo; 2] ou e* ¢[3; +oo]

Sef<2o0ue* >3

& x<In2oux=In3

&x€E]—0o0;1In2] ou x€[In3; +oo|
Sg = VN (]—o0;1In2] U [In3; +oo[ )

=]—o00;In2] U [In3; + o[

IV - Dérivées et primitives

1. Dérivée

Propriété

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle K, alors e" est dérivable sur K eton a:

(eU)9 — u,eu

Exercice de fixation

Dans chaque cas, la fonction f est dérivable sur R. Détermine la fonction dérivée de f.
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1) f(X) — e—4x+3
2) f(x) = e**3 —2x+5
3) f(x) = (2x + 1)e*

Solution
1) Pour tout x € R, f'(x) = —4e™4%*3
2) Pour tout x € R, f'(x) = —2 + **3
3) Pour toutx € R, f'(x) = 2e* + (2x + 1)e*
f'(x) = (2x + 3)e*

2. Primitives (Terminale Al uniquement)

Propriété
Si u est une fonction dérivable sur un intervalle K, alors la fonction u’e" a pour primitive sur K, la
fonctione' +a (a€ER)

Point méthode

Fonctions Primitives

f:x +— e¥, F:x—e*+k ,keR
f:x— e2Xtb 3 %0 F:xn—>§eax+b+k ke R
f:x >— u'/(x)e"® F:x— e"® +k;keR

Exercice de fixation
Détermine sur R les primitives de chacune des fonctions suivantes :

Q) f(x) =eX, b f(x) =e 37 ) f(x) = xe¥

Solution
a) Déterminons les primitives de la fonction f telle que : f(x) = e* surR.
Les primitives de f surlR, sont les fonctions F telles que : F(x) = e* + a (0€R)

b) Déterminons les primitives de la fonction f telle : f(x) = e™3**7 sur R .
Les primitives de f sur R sont les fonctions F telles que : F(x) = —%e‘3"+7 +a (c€R).

c) Déterminons les primitives de la fonction f telle que : f(x) = xeX" surR .
Soit u(x) = x? et u’(x) = 2x
Ona: u'(x)e"™® = 2xeX , f(x) =% u’(x)ev®,

Les primitives de f sur R sont les fonctions F telles que : F(x) = %exz + a (0€ER).

C-SITUATION COMPLEXE

Des éléves de terminale A travaillent les samedis dans le service marketing d’un grand magasin. Ce
magasin veut informer la population des nouvelles offres promotionnelles. Le service marketing a
observé que la proportion P de la population qui est au courant de ces nouvelles offres apres t jours
d’annonces publicitaires est donnée par la fonction : P(t) =1 — e~%21¢,

Le magasin veut arréter cette publicité lorsque 90 % de la population sera au courant des nouvelles
offres mais ne sait pas quand. 1l te sollicite pour savoir le nombre de jours qu’il devra consacrer a la
publicité.
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Détermine le nombre de jours nécessaires au grand magasin pour faire la publicité de ces nouvelles
offres.

Solution
e Pour déterminer le nombre de jours je vais utiliser la fonction exponentielle népérienne.
e Détermination du nombre de jours en utilisant une équation faisant intervenir la fonction
exponentielle.

e Résolution de I’équation dans R: 1 — e %2t = 20

100’
e 021t =0,1 équivauta —0,21t = In0,1
équivauta t = 2-~10,96

Comme t est un entier naturel, on prend t = 11.
e Conclusion : le grand magasin fera la publicité pendant 11 jours.

D- EXERCICES

1- Exercices d’application

Exercice 1
esxxe—zx

Simplifie I’expression suivante A=
Solution

5x —2x 5x—2x
A=e xe — ¢ = 5X—2x+X-2 — 4x-2
e—X+2 e—X+2

e—xt2

Exercice 2

Résous dansR.
x(e®-1) x2+x-2

(E) : =0 ; (1): ezx_lzo

x2+1

Solution
e Résolution de (E)

(E) équivaut a x;:) = 0 équivaut a x(eX — 1) = 0
équivautax =0oue*—1=0
équivautax =0

Sk ={0}
Résolution de (I):
x24x-2
Posons f(X) = ooy
X —00 -2 0 1 +00

x2+x—2 + — — +
e?* —1 — — + +
f&) = + - +

Sg = [=2;0[ U [1;+oo]
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Exercice 3

Dans chacun des cas suivants, on admet que la fonction f est dérivable surRR.
Calcule la fonction dérivée de f.
a) f(x) = e7 &1 b) f(x) =x+2—e* ; o)f(x) = (1 — x)e*.

Solution
a) f'(x) = -2t fx)=1—-¢e%;0)f x) = —e*+ (1 —x)eX = —xe¥

Exercice 4
Détermine la limite des fonctions suivantes en a :
a) f(X) = (2X+ 1) + = La=+oo
X

b) f(x) = 2 x = +x% ,2=0.

Solution

a) lim f(x) = lim (2x + 1)e* + 1_ +oo car lim 1_ 0
X—+00 X—+00 X X—>+00 X

. s e*-1 2\ _ Pt
b))lcl_r)r(l)f(x) = }CII)I(I)(ZX—X + x ) 2 Car}CI_I)I(l)—x 1

Exercice 5
Dans chacun des cas suivants, détermine une primitive de la fonction f sur R. (Al seulement)

1
a) f(x) = e** :B)f(x) =e¥* — e+ 5 ;¢) f(x) = x— % + 3e2x+1

Solution
1.4x . 1 3% - . 1 5 3%x 3 _oy41
@) F(x) = ;e* ;) F(x) = e +2e7 7" +5x ;¢) f(x) =-x* ———~e

Exercices de renforcement
Exercice 6

Pour chaque affirmation, trois réponses sont proposées dont une seule est juste. Choisis la
réponse juste.

N°| Affirmations A B C
1 | Pour tout x#£0, ’expression e* -1 e* -1 X _eg*
2x X
€ ~° estégale a 1-e” l+e” 1-e”
e*+1
2 | L’équation: x € R, x=let x=-3 | x=-1let x=3 x=1let x= 3
e**~x~1 = ¢3%=4 3 noyr solution
3 | La limite, lorsque X tend vers oo, 400 -00 0
de e —2x
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4 | Ladérivée de la fonction f définie | f>(x) = 2xe®* | f’(x) = (2x-1) e
pour tout réel x, par : f(x) = xe
est :

f*(x) = (1-2x)e’

Solution

1.B; 2.C ; 3A ; 4C

Exercice 7
Simplifie les expressions suivantes :
a) (eZX) ZX(e-X)Z : b) (ex + e-X)Z _ (ex _e X)2.
Solution
a) (eZX)Zx(e-X)Z — e4x X e—2x — e4x—2x — er
b) (e*+ e"‘)2 - (e"—e'x)2 =(e*+e*—-e*+e¥)(e*+e*+eX¥—e™)
= (2e™*)(2e*) = 4e*e* =4
Exercice 8

Etudie le signe de chacune des expressions suivantes :
B=e?*+eX*—2 ;C=e*—2e%+1

Solution
. Signe de B.
B= e+ eX— 2
Posons eX = X,doncX>0 .Ona X?+X—-2
A=1+8=9
X=—-2 ou X=1

Etudions le signe de X2 + X — 2
X —00 -2 1 400

X2+X-2 + [of - Jo] +
X2+ X—-22>0 < Xe]—o0; —2] U [1; +oo
Ona:e*e|l—oo; —2] ou:e*e[l;+oo[

eX < —2est impossible oue* > 1 équivauta x > Inl
Pourx € [0;+o,e?*+ eX— 2> 0

Pour € ]—o0;0] ,e®*+ eX— 2<0

= SignedeC

e?X4 e¥—2
eX

C=e*—-2e7%4+1=
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Comme pour x € R, e* > 0 donc le signe de C est le méme que celui de B
(Terminale A1 uniquement)

Exercice 9
Détermine la limite en +oo et en - co de chacune des fonctions suivantes :

Af () =22 ¢ b) flx) =2

’ eX+2 x+1
Solution
x eX(1+ % 1+-%
a) 11m f(x) = 11m ex+1 = lim (1) = lim —& =
co€*+2  x—+too eX( 1+ e—x> x>+ 1+
lim 1 + —=1
1 X—+00
car lim —=20et —
x—+00 X X1—1>r-l¥1001 + =1
X41 lir+n e*+1=1
_ 1 — X—+00
llm f(x) = llm = Caer_l)mooe Oet lim X 42 = 2
X—+400
xeX . eX 1
b) lim f(x) = lim — = lim —— = 4o carlim (1+=) =1et lim e* = +oo.
X— +00 x—+00 X+1 X—>+00(1+ ) xsto0 X X—+00

lim f(x) = lim %—0 car lim xe* =0etlim (x+ 1) = +oo.

X— —00 Xx——o00 X+ X—+00 Xt

Exercice 10
Dans chacun des cas suivants, détermine une primitive de la fonction f sur R.

a) f(x) = e3X 03X 45
b) () = ——
¢) f(x) = (2x — 3)e~*"+3x+1

Solution

a) F(x) =-e3* + 2e” X +5x ;b)F(x) = —ln( 1+ e2¥) ;¢) F(x) = —e X ¥3x+1

Exercices d’approfondissement

Exercice 11

Soit la fonction f de R vers R définie par: f(x) = 1 — x + €*. On note (C) la représentation
graphique de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, 1, J),

1. Précise I’ensemble de définition de f, noté Dy.

2. Calcule la limite de fen —oo.

1 e*
3.a) Vérifie que pour tout nombre réel x # 0, f(x) = x (; -1+ ;)

b) Déduis-en la limite de f en+co.
4. a) Démontre que la droite (A) d’équation y = —x + 1 est asymptote oblique & (C) en —oo
b) Précise la position relative de (C) par rapport a(A).
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5. a) On admet que f est dérivable surR. Calcule f’(x).

b) Résous dans R 1’équation f'(x) = 0

c) Résous dans R I’inéquation f'(x) > 0

d) Déduis-en les variations de f et dresse son tableau de variations.
6. Reproduis et complete le tableau suivant :

X -3 -2 -1 0 1 2

f(x)

7. Trace (C) et (A) sur [-3;2]

Solution
1. ensemble de définition de f est Df = R.
2. lim f(x) = lim (1—x+¢€%)
X——00 X——00
=+o00, car lim e¥*=0 et lim 1—x= 4o
X——00 X——00
3.a) Pour tout nombreréelx # 0,f(x) = 1—x+e*= XG— 1 +e;)
0 Jim £G) = lim 1—x-+e*= limx(;-1+5) = +e
car lim (e—) = 400, lim (3—1) =—1et limx=+4ow
X—>+00 \ X X—+00 \X X—+o00
4a) lim f(x) —(—x+1)= lim e*=0
X——00 X—>—00
Donc la droite (A) d’équation y = —x + 1 est asymptote oblique a (C) en —co.

byOna:f(x) — (—x+ 1) = e* donc le signe de f(x) — (—x + 1) est celui de e*, or
pour tout réel x, e* > 0 par suite (C) est « au-dessus » de (A) surR.

5.a) pour tout élémentxde R, f'(x) = -1+ €*

b) f'(x) = 0 équivauta—1+e* =0
équivauta e* =1
équivautax =0

c) f'(x) > 0équivauta—1+e*>0
équivauta e* > 1
équivautax > 0

d) Pour tout x > 0, f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur]0; +oo|.
Pour tout x < 0, f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur]—oo; 0.

X
f(x) - | +

e \ | /
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6.0na

X

f(x)

4,05

3,39

2,39

2,78

6,59

7. Construction de (C) et (A) sur [—3; 2]

Exercice 12
Le plan est muni d’un repere orthonormé (O, 1, J). L unité graphique est le centimetre.
On considere la fonction f dérivable et définie sur |—oo ; 2] parf(x) = (—2x + 3)e”.

B
D e I
i3 .. il Q3.

On note (C) la représentation graphique de f dans le repére (O, 1, J).

1.]Justifie que lim f(x) = 0 , puis interprete graphiquement ce résultat.
X——00

2.a) Veérifie que pour tout élément x de |—o0; 2], f'(x) = (—2x + 1)e*

b) Etudie le signe de la dérivée f'(x) sur]—oo; 2].

Déduis-en les variations de f sur]—oo ; 2].

c) Dresse le tableau de variation def.

3. Soit A le point d’intersection de (C) avec 1’axe des abscisses et B le point d’intersection de (C)

avec 1’axe des ordonnées.

Détermine les coordonnées respectives des points A et B.
4. Recopie et compléte le tableau des valeurs ci — dessous.

X —4 -3 —2 —1 0 0,5 1 1,5 2
Arrondid’ordre 1de f(x) | 0,2 0,4 1,8 3,3 -7,4
5. Construis (C) sur I’intervalle]—oo ; 2].
Solution
1 Justifions que lim f(x) = 0.
X—>—00
Ona (—2x+4+3)e*=—-2xe*+3e* or lim —2xe*=0 et Ilim 3e*=0

Donc lim f(x) = 0.

X——00

Interprétation graphique :

X——00
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La droite d’équation y = 0 est une asymptote horizontale a(C) en —oo

2. a) Vérifions que pour tout élément x de]—o0 ; 2] ,f'(x) = (—2x + 1)e*
Pour tout élément x de |—oo ; 2] f est dérivable.
f'(x) = —2e* + (—2x + 3)e*
= (—2x+3—-2)e*
f'(x) = (—2x + 1)e*
b) Etudions le signe de la dérivée f'(x) sur]—oo ; 2].
Le signe de la dérivee est celui de(—2x + 1).

e (—2x+1) =0équivautax = L

1

e (=2x+1) 2 0€quivautax <> soitx € ] —oo;-]

RN RN

o (—2x+1) <0équivautax >- soit x € ]%;+oo[
Variation de f sur |—oo ; 2]
Pour tout x € ]—oo;%[ , f" (x) > 0, donc fest strictement croissante sur ]—oo;%[

N

Pouttout x € ]§;+oo[ ,f" (x) <0 fest strictement decroissante sur]%;+oo[
c) le tableau de variation de f.

X —00

£(%) +

O — N -

oo

f(x) 3,

/ \

0

3. Déterminons les coordonnées respectives des points A et B.
e Posons A (xa;Va)
A le point d’intersection de (C ) avec 1’axe des abscisses équivaut a y,=0
Soit (—2x, + 3)e*a =0
C’est-a-dire (—2x4,+3) =0
3

XA = >
DoncA(;;O)

e Posons: B (xg; yg)
B le point d’intersection de ( C ) avec I’axe des ordonnées équivaut a xg=0
Soit (=2 % 0 +3)e’ =yg
C’est-a-dire yg = 3
Donc B (0; 3)

4. Tableau de valeurs

X —4 -3 =2 -1 0 0,5 1 1,5

Arrondi d’'ordre 1de f(x) | 0,2 04 |09 1,8 |3 3,3 |27 0

Construction
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=10

-9

-8

-7

-6

=5

=3

=2

-1 o 1 2

-3

-4

-5
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