MON ECOLE A LA MAISON

SECONDAIRE

Tle A COTE D’IVOIRE — ECOLE NUMERIQUE
MATHEMATIQUES

THEME : fonctions numeériques

LECON 8 : PRIMTIVES ET CALCUL INTEGRAL

A- SITUATION D’APPRENTISSAGE

Le ministére a entrepris la construction d’une piscine
dans I’enceinte d’un lycée d’excellence. L’entreprise
chargée de I’ouvrage a affiché une image accompagnée
d’un schéma de ce que sera cette piscine (voir image ci-
contre).

Rimon éleve de TA1 et amateur de natation, veut
comparer la taille de la piscine de son lycée a celle du * "
lycée professionnel de la ville. Il tente de calculer son
aire mais n’y arrive pas. Il pose le probleme a ses
camarades de classe qui décident de 1’aider a déterminer
I’aire totale de la piscine en construction.
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B- RESUME DE COURS

I- NOTION DE PRIMITIVES

1) Primitives d’une fonction

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

On appelle primitive de f sur I, toute fonction F dérivable sur I telle que f soit la dérivée de F
surl. Ona:pourtoutx €l, F'(x) = f(x)

Remarque :

Si F est une primitive de f sur 1, alors toute primitive de f sur I est de la forme x — F(x) +
¢ ou cest un élément de R.

Exercice de fixation

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 2x + 5. On donne les fonctions F, G, H et P
dérivables sur R telles que : F(x) = x%; G(x) =x>+5x—7; H(x) = x?+5x ;
P(x) = x% + 5x + x3.

Parmi les fonctions F, G, H et P cite celles qui sont des primitives de f.




Solution :

F'(x)=2x;G'(x)=2x +5;H'(x) =2x+5 etP'(x) = 2x + 5 + 3x?
On vérifie que pour tout x € R,G'(x) = f(x) et H'(x) = f(x).

Donc G et F sont des primitives de f.

2) La primitive d’une fonction qui prend une valeur donnée en un nombre donné
Propriété :

Soit f une fonction admettant une primitive F sur un intervalle I, x, un élément de I et y, un
nombre réel .

Il existe une primitive de f et une seule qui prend la valeur y, en x, .

Exercice de fixation

Soit g une fonction définie sur R dont une primitive sur R est la fonction G définie par
G(x) = x? —x.

Détermine la primitive H de g qui prend la valeur 5 en —1

Solution :

Les primitives de g sur R sont de la forme H: x +— G(x) + ¢

H(x) = x> —x+c.CommeH(—1) =5,0na:2+c = 5.Doncc = 3.
D’ou H(x) = x2 —x + 3.

3) Les primitives des fonctions de usuelles

Fonctions f Primitives de f (c e R) Sur I’intervalle
x+—a;(a €R) x—ax+c R
T
x+—x";(n€N) X — +c R
1 n+11
X'—)x_n,(nEN*\{l}) XHW'FC ]_OO;O[ ou ]O’+OO[
r+1 . i
T (reQ\ {—1 x [0; +oo[ si >0
X— X (T Q\{ }) x|—>r+1+c ]O;+oo[ sir<0

Exercice de fixation

Dans chacun des cas suivants, détermine toutes les primitives sur ]0; +oo[ de la fonction f

Q) f() =x%; b) () =% ) f@) =251 d)f(x) = =3,

Solution :

a)F (x) =§x3+c; b)F(x) = —$+c; c)F(x) = —3x_§+c;d)F(x) =—-3x+c

6) primitives et opérations sur les fonctions

a) primitives de u + v
Propriété

Si U et VV sont des primitives respectives des fonctions u et v sur un intervalle K, alors la
fonction (U + V) est une primitive sur K de la fonction (u + v).




Exercice de fixation
Détermine une primitive sur R de la fonction f:x +— x* + x3.

Solution

fest la somme des fonctions x — x* et x +— x3
- a = . 5 - agm
Une primitive sur R de x — x* est la fonction x — x? et une primitive sur R de x — x3 est la
4 5 4
fonction x — =~ On en déduit qu’une primitive sur R de f est la fonction x — =+ -

b) Primitives de au (a € R)
Propriété
Si U est une primitive de la fonction w sur un intervalle K, alors pour tout nombre réel a, la
fonction (al) est une primitive sur K de la fonction (au).

Exercice de fixation
Détermine une primitive sur R*de la fonction f:x +— —% .
Solution
. 5 .
fest le produit de — par la fonction x — x_12

.. * . 1 -1
Une primitive sur R™ de la fonction x — Sestx — —.

On en déduit qu’une primitive sur R* de f est la fonction x +— %

c) Primitivesde u’ x u™, (me Q \ {—1})
Propriété
m étant un nombre rationnel différent de —1,
Si u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle K, alors une primitive

um+1

sur K de la fonction v'u™ est la fonction —

Exercice de fixation
Détermine une primitive sur R de la fonction f:x +— 2x(x? + 1)8.

Solution
La dérivée de la fonction x — x2 + 1 est la fonction x — 2x
Donc la fonction f est de la forme x — u/(x) (u(x))® avec u(x) = x2 + 1.
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On en déduit qu’une primitive sur R de f est la fonction x — M_

ur(x)

5) Les primitives des fonctions du type :x —

Propriété
u est une fonction dérivable sur un intervalle K sur lequel elle ne s’annule pas.

u(x)

La fonction x +— % admet pour primitive x — In (u(x)), sur tout intervalle contenu dans

K sur lequel u est strictement positive et x +— In(—u(x)), sur tout intervalle contenu dans K
sur lequel u est strictement négative.



Exercice de fixation
Dans chacun des cas suivants, détermine les primitives sur K de la fonction f définie ci-
dessous :

1) f(x) =~ ;K =10;+oo[ ;
5
2)f() =3— ;K =135+
2x +3
VIO =i ays R
Solution :

1) La fonction u: x — x est dérivable et positive sur ]0 ; +oo[ et pour x €
10; +oo,u'(x) =1;
Pourx € 10 ; +oo[, f(x) = % donc une primitive de f sur ]0 ; +oo[ est une fonction du type

x — Inx +c (c €R)
2) Lafonction u: x — 3 — x est dérivable et négative sur |3 ; +oo[ et
pour x € |3 ;+oo[,u'(x) = —1;

Pour x € |3 ; +oo[, f(x) = _Sf(lg

type x — =5In (=3 +x) + ¢ (c € R)
3) Lafonction u: x — x? + 3x + 5 est dérivable et positive sur R et pour
x€R, u'(x)=2x+3;

Pourx ER, f(x) = % donc une primitive de f sur R est une fonction du type

) donc une primitive de f sur ]3 ; +oo[ est une fonction du

x—In(x*+3x+5)+c (ceR)

6) Les primitives des fonctions de chacun des types : x — u’(x)e*® .
Propriété
u est une fonction dérivable sur un intervalle K.

La fonction x — e*™) est une primitive sur K de la fonction x — u'(x)e*®.

Exercice de fixation
Dans chacun des cas suivants, détermine les primitives sur K de la fonction f définie ci-
dessous :

D fx)=e* , K=R ;

2) f(x) = 2x+3)e***3x1  K=R
3) f(x) =4e*™**> | K=R
Solution

1) La fonction u: x — x est dérivable sur Ret pour x € R,u'(x) =1;

Pour x € R, f(x) = u'(x)e*™ donc une primitive de f sur R est une fonction du type
x—e*+c (x eR)

2) Lafonction u: x — x2 + 3x — 1 est dérivable sur R et

pour x € R,u'(x) = 2x + 3;

Pour x € R, f(x) = u'(x)e*™ donc une primitive de f sur R est une fonction du type

x— e~ 1 4o (x €R)



3) Lafonction u:x — 4x + 5 est dérivable sur R et

pour x € R,u'(x) = 4;

Pour x € R, f(x) = u'(x)e*™ donc une primitive de f sur R est une fonction du type
x+— e¥t + ¢ (x €R)

Il. Intégrale

1) Définition et notation

Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K et F une
primitive de f sur K.

Le nombre réel F(b) — F(a) ne dépend pas de F. Il est appelé intégrale de aa b de f.

Notation :
On note :

. f:f(x)dx et on lit « intégrale de a a b de f(x)dx »

ou
« [F(x)]% etonlit : " F(x) pris entre a et b".

Donc, ona: fff(x)dx = [F(x)]2, = F(b) — F(a)

Exercice :
Calcule les intégrales suivantes: | = folxzdx; P= folzzdz ;)= f31(1 —%)dt

Solution :
« Considérons la fonction f continue sur [0; 1] et définie par : f(x) = x2.
Une primitive de f sur [0; 1] est la fonction F définie par: F(x) = §x3 .
Donc I = [ x%dx = [1x3]1 =>x13-0 ==
0 3 o 3 3’

‘P=I= % car la variable z est muette
* Considérons la fonction f continue sur [1; 3] et définie par f(t) = (1 - %)

Une primitive de f est la fonction F définie par F(t) =t —Int.

T 1 1
Donc:] = [, (1 —;)dt

= [t — Int]}
=(1—1In1) — (3 —1n3)
=1-3+1n3
J=-2+1In3

2) Interprétation graphique de I’intégrale d’une fonction continue et
positive

Propriété

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b] et (C¢) sa courbe
représentative dans le plan muni d’un repere orthogonal (O, 1, ]).

fab f(x)dx est I’aire A (en unités d’aire) de la partie du plan limitée par la courbe (Cs), I’axe
(0D, les droites d’équations x = aetx = b.



T
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L’uhité d’aire est 1’aire du rectangle OIAJ :1u.a = OIx0OJ
Ona:A = fabf(x)dxu.a

Exercice de fixation :

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O ; I ; J).

Unités : 2 cm sur I’axe des abscisses et 3 cm sur I’axe des ordonnées.

On considere la fonction f définie par :

f(x) =2x+ 1. f estcontinue et positive sur [0 ; +oo[

1) Calcule en cm?, I’aire de la partie du plan limitée par la courbe de f, ’axe des abscisses et
les droites d’équation x = 0 et x = 5.

Solution
1) L’unité d’aire en cm? est 2x3 cm?.
A = ([7(2x + 1)dx)x6 cmz,

=6 X [x? + x]3 cmz.

=6 (25 +5) cm2.

=180 cm?

3) Calcul d’aire
a) Aire du plan limité par la courbe représentative d’une fonction, ’axe des
abscisses et les droites d’équations x = a et x =b

Propriétés
Le plan est muni d’un repere orthogonal (O, 1,]).
Soit f une fonction continue positive sur [a; b], (C;) sa courbe représentative.

A est Daire de la partie du plan limitée par (Cy), I’axe des abscisses (01), les droites
d’équations x = a et x = b.

b

OnacA = [ f(x)dx.ua
Exercice de fixation
Le plan est muni d’un repére orthogonal (O, I, J). Unités : 2 cm sur I’axe des abscisses et 4 cm
sur 1’axe des ordonnées.
On consideére la fonction f définie par : f (x) = x%. f est continue et positive sur R
Calcule en cm?, I’aire de la partie du plan limitée par la courbe de f, ’axe des abscisses et les
droites d’équations : x =1 et x = 3.



Solution
A= f13(x2)dx en (u.a)
L’unité d’aire en cm? est 2x4 cm?, donc A = ( f13(x2)dx)x8 cm?
A= ( ff’ x?dx)x8 cm?
=8 x [2°]} cm?
=8 (9—7) cm?

_ 208
3

A cm?2

b) Aire du plan limitée par les courbes représentatives de deux fonctions et les
droites d’équations
x=aet x=b
Propriétés
Le plan est muni d’un repere orthogonal (0, 1,]).
Soit f et g deux fonctions continues sur [a; b] tel que : f > g sur [a; b] ; (Cf) et (C;)
leurs courbes représentatives respectives.
A est I’aire de la partie du plan limitée par (Cf), (Cg), les droites d’équations :
x=aet x=>b.

Ona: A = (f;[f(x) - g(x)]dx) ua.

Exercice de fixation
Soit les fonctions f et g définies par: f(x) =x+ 2 et g(x) = x?
On désigne par (Cf) et (Cg) les courbes représentatives de f et g dans le plan muni d’un
repere orthonormé (0, 1,]) . Unité graphique: 2cm
Calcule en cm?, I'aire A de la partie du plan délimitée par (Cf), (Cg) et les droites
d’équations:x = —1 et x =2

Solution
Etudions le signe de g(x) — f(x).
gxX)—fX)=x*-x-2=(x+1D(x-2).

X —o0 -1 2 400

gx) — f(x) + 0 — 0 +

Donc pour tout x € [—1;2], g(x) — f(x) < 0.
L’aire de la partie du plan délimitée par (Cf), (Cg) et les droites d’équations
x=—1 et x =2est f_21(2 +x — x2)dx X 4 cm?.

2 — o 2Vdx = 1,2_1.3]2 _ 8 (Lol
Orf_1(2+x x)dx—[2x+2x 3x]_l—(4+2 3) ( 2+2+3)—2.

. , 9
L’aire cherchée est : A = Re 4 cm? = 18 cm?.



C-SITUATION COMPLEXE

Un de vos camarades de classe rend visite a I’ancien
professeur de mathématiques de son pére a la
retraite. 1l remarque les formes géométriques
particulieres de la terrasse de celui-ci (voir figure ci-
contre) : la partie en vert est délimitée par un
rectangle de largeur 2 m et de longueur 4m et la
partie en rose est délimitée par une parabole et par un
segment [AB]. Amusé par le regard de votre
camarade, ’ancien professeur de mathématique le
met au défi et lui demande de calculer I’aire totale de
la terrasse en vue de lui donner une idée du codt des
travaux de revétement de cette terrasse.

Il lui présente le plan de la terrasse en précisant que
pendant la construction, il a veillé a ce que la
parabole qui apparait dans le plan ait pour équation
y = —x*+4 dans le repére orthonormé d’origine O et
d’unité 1m, avec A (-2,0) et B(2,0).

Aide ce camarade a relevé ce défi.

Solution
Pour calculer I’aire totale de la terrasse, on va :
e calculer I’aire de la partie ABCD
e calculer I’aire ABE délimitée par la parabole
e additionner les deux aires calculées précédemment.

1) Calculons 1’aire ABCD

L’aire ABCD =ABXAD = 4x2 = 8 m?

2) Calculons I’aire ABE

ai (2 (4—x2Vdx = [4x —2x3] 2 = (8_8)—(—g+8) =322
Iaire ABE=[", (4 — x*)dx = [4x S X ]_2— (8 3) ( 8+ )— — m?.
3) Paire de la terrasse est : 33—2 +8= % m?

Conclusion

) . R . 56
L’aire de la terrasse du professeur a la retraite est : >y m? =~ 18,66 m2.

D- EXERCICES

Exercice 1
Reponds par V (vrai) ou F (faux) a chacune des affirmations suivantes

AFFIRMATIONS REPONSES

Une primitive sur R de la fonction définie par :f(x) = 3x% — 4x + 1 est la
fonction définiepar: F(x) =x3—2x*+x—m




La primitive sur ]0; +oo[ de la fonction définie par p(x) = x — xiz - \/iz qui

prend la valeur —% en 1 est la fonction définie par P(x) = %xz + i —2vVx +
1

Une primitive sur un intervalle I de la fonction u'v + uv' est la fonction
uxv

Exercice 2

Dans chacun des cas suivants détermine toutes les primitives sur I de la fonction f

@) f(x) = (2;5)2 1= ]—g ;+oo[ b) F(x) = Bx +2)(Bx2 +4x —7)3; 1=R

Exercice 3

Onpose:Vx ER, f(x) =x+1—e*.

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé
(0,1,]) d’unité graphique 2cm.

1) Calcule les limites en 400 de f(x) et de % :

Interprete graphiquement les résultats obtenus.

2) a) Calcule la limite en —oo def (x).

b) Montre que la droite (D) d’équation y = x est asymptote a (C) en —oo.

c) Etudie les positions relatives de (C) et (D).

3) Dresse le tableau de variation de f.

4) Trace (D) et (C).

5) Calcule en cm?, l'aire A (A)de la partie A du plan limitée par (C), la droite (D),les droites
d’équationsx = —2 et x = 0.



